Capitolo 1

Approssimazione di autovalori
e autovettori

1.1 11 Metodo delle Potenze

In questo capitolo descriveremo il metodo delle potenze per il calcolo dell’au-
tovalore di massimo modulo di una matrice reale e una sua importante ap-
plicazione, cioe il cosiddetto algoritmo per il PageRank utilizzato dal motore
di ricerca Google per assegnare un ranking alle pagine web.

Definizione 1.1.1 Sia A € C"*" si dice che A € C é un autovalore di A se
e solo se esiste un vettore x € C", x # 0, tale che:

Ax = Ax. (1.1)

Se A € C & un autovalore di A, ogni vettore non nullo x che soddisfa la
relazione (1.1) si dice autovettore associato a A.
La relazione (1.1) puo essere scritta come

(A—A)x =0, (1.2)

dunque il vettore x deve essere una soluzione non banale del sistema omoge-
neo (1.2). Affinche quest’ultimo ammetta soluzioni non banali deve essere

det(A — \) = 0. (1.3)

Sviluppando il primo membro in (1.3) con la regola di Laplace ¢ facile vedere
che rappresenta un polinomio di grado n in A,

pa(A) = det(A — AI),
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detto polinomio caratteristico di A. GIli autovalori di A sono le n radici
dell’equazione caratteristica

det(A — AT) = pu()) = 0.

Se la matrice A ha elementi reali allora i coefficienti del polinomio caratteri-
stico sono reali, tuttavia gli autovalori possono anche essere numeri complessi.
Consideriamo ora che A sia una matrice di ordine n ad elementi reali, tale
che Ay, Ao, ..., A\, siano i suoi autovalori vi,vs,...,Vv, i corrispondenti au-
tovettori. Quindi

Ricordiamo inoltre che, moltiplicando 1’equazione (1.4) per A risulta
AQVZ' = )\Z‘AVZ = )\?Vz‘,

e, generalizzando, risulta
k k
Av; = \]vi,

ovvero gli autovalori delle potenze di A sono le potenze degli autovalori di A.
Assumiamo le seguenti ipotesi semplificative:

Lol > o] = As] = - = A
2. {v;}", linearmente indipendenti.

Sotto la prima ipotesi A\; e detto autovalore dominante. Scopo del metodo
delle potenze ¢ quello di determinare \; e il corrispondente autovettore. Una
prima osservazione ¢ che, sotto queste ipotesi, A\; deve essere necessariamente
un numero reale. Infatti se la matrice A e reale allora anche il polinomio
caratteristico ha coefficienti reali. Se A; fosse un numero complesso allora
anche il suo coniugato, \; sarebbe autovalore di A. In questo caso sarebbe
violata la prima condizione, in quanto \; e A\; hanno il medesimo modulo.
Supponiamo ora che sia x(*) € R™ un vettore arbitrario. Definiamo il processo
iterativo

x*D — Ax®) £ =0,1,2,... (1.5)

OVVero
x®) = AFx©  p=0,1,2,... (1.6)
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Poiche i vettori {v;}; sono linearmente indipendenti formano una base
quindi x(@ puo essere espresso nel seguente modo:

x© = Z Vi, (1.7)
i=1

ipotizzando, per semplicita, che sia a; # 0. Sostituendo (1.7) in (1.6),

abbiamo
n n n
X(k) — Ak g ;v = E OéiAkVi = E ozi)\fvi.
i=1 i=1 i=1

Poiche ay # 0 allora si puo scrivere

dove si € posto

Scrivendo la (1.8) per k + 1 segue che
X(k+1) = )\If+1(Oé1V1 + E(]H—l)). (19)

Detto e; il j-esimo versore fondamentale di R", e, tenendo conto di (1.8)
e (1.9), definiamo come (k + 1)-esimo elemento della successione )\ng) il

rapporto tra le j-esime componenti dei vettori x*+1 e x*)_ cioe

el x(k+1)

k+1
A = T (1.10)
J
ovvero
Ak )\’fﬂ(alejrw + ejTg(kH)) _ Al(ale]Tvl + ejTg(kH))
' )‘]f(aler1 + ejTE(k)) oqe?vl + e]Tg(k)
Poiche
|ejT5(k)| k=oe

in quanto |\;/A;| < 1 per ogni i, segue
eTx(k+1) T
lim 42— =\, = A1

k—oo ] x(k) el vy
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Inoltre, dalla (1.8), sempre poiche |\;/\| < 1 per ogni i, segue

1
lim — x® = V7.

Quest’ultima relazione ci informa che per k sufficientemente grande, x*)
tende all’autovettore v;.

Si deve considerare che, se |\ > 1, si ha
x®) ~ |\ [Fagvy — o0

pertanto quando ’algoritmo viene implementato cosi come descritto possono
nascere facilmente problemi di overflow (o analogamente problemi di under-
flow se risulta |A\;]| < 1).

E possibile evitare queste circostanze osservando che in realta siamo inter-
essati al rapporto eij(k“)/ ejrx(k) e dunque ¢ possibile normalizzare la suc-

cessione x*) lasciando inalterata tale quantita. E possibile allora modificare
I’algoritmo descritto nel seguente modo:
1. Si sceglie un vettore x(® tale che

1o = 15

2. Si calcola il vettore
y(kJrl) _ Ax(k);

3. Si pone
A+ eiy(kﬂ)
1 eI x (k)
i
4. Si calcola il vettore -
(k1) — oyt
[y *FD | o

Il processo iterativo viene fermato quando due elementi della successione sono
sufficentemente vicini, cioe risulta

AR _AB)) <

dove ¢ e la precisione fissata.
L’algoritmo codificato in MatLab ¢ il seguente (A ¢ una matrice di ordine n
mentre tol ¢ la precisione fissata):
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error = 2%tol;

x = ones(n,1);

lambdaO = 0;

Num_it = O;

while error > tol
y = Axx;
[norma,k] = max(abs(y));
lambdal = y(k)/x(k);
X = y/norma;
error = abs(lambdal-lambda0);
lambdaO = lambdal;
Num_it = Num_it+1;

end

Nell’algoritmo possiamo scegliere ad ogni passo l'indice del vettore i tale
che
g, xP] =[xVl = 1.

In questo caso i puo cambiare ad ogni passo, sarebbe improprio applicare
la relazione (1.10), tuttavia ¢ possibile dimostrare che la convergenza della
successione )\gk) ¢ garantita.

Se a1, componente di x@ su vy, & nulla e

[Aaf > |As

allora il processo (1.10) dovrebbe, in teoria, convergere a Ay. Tuttavia a
causa degli errori di arrotondamento, accade sempre che a; # 0 e dunque il
metodo converge di fatto a A;.

Se
| Aa] > | A

allora, avendo osservato che la convergenza della successione {)\gk)} dipende

dal rapporto
s

A1l

la velocita di convergenza risultera particolarmente lenta.
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1.1.1 L’algoritmo di PageRank di Google

Uno dei motivi per cui il metodo delle potenze ¢ diventato particolarmente
popolare e legato al fatto che costituisce il cuore di Google, il motore di
ricerca piu utilizzato nel web, ed in particolare al cosiddetto PageRank. De-
scriveremo brevemente in questo paragrafo le caratteristiche principali del
PageRank ed il suo legame con il metodo delle potenze. Come € noto i mo-
tori di ricerca svolgono un’intensa, benche invisibile, attivita di monitoraggio
delle pagine web, provvedendo ad indicizzare le parole piti importanti che si
trovano su un determinato documento e immagazzinando opportunamente
tale informazione. Una volta che nel motore di ricerca viene inserita una
determinata frase esso provvede a trovare tutte le pagine che riportano tale
frase. Poiche il numero di tali pagine risulta essere particolarmente elevato e
necessario che il motore di ricerca fornisca una misura dell'importanza di tali
pagine in modo tale che queste siano visualizzate all'utente in base al valore
di tale parametro. Lo scopo principale dell’algoritmo di PageRank ¢ proprio
quello di misurare il valore di tale parametro.

E chiaro che ogni pagina web contiene una serie di link ad altre pagine web,
quindi I'idea alla base di PageRank e che 'importanza di una pagina dipende:
1) dalle pagine che hanno un link a tale pagina;

2) dall’importanza delle suddette pagine.

Il valore di PageRank viene valutato settimanalmente applicando I’algoritmo
che ci apprestiamo a descrivere (aggiornamenti piu frequenti sono impossibili
a causa dell’enorme quantita di pagine pubblicate sul web). Consideriamo
quindi una pagina web, che indichiamo con P;, e che supponiamo abbia un
numero di link pari ad /;. Se uno di questi link ¢ diretto verso la pagina F;
allora si puo affermare che P; ha un’'importanza rispetto a P; pari a 1/1;.
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L’importanza di una pagina P;, che indichiamo con I(P;), puo essere calcolato
come la somma di tutti i contributi delle pagine che hanno un link verso P;.
Se indichiamo con B; 'insieme delle pagine che hanno un link alla pagina P;
allora possiamo definire la seguente formula:

; (1.11)
PjEBi J

Chiaramente I'importanza di una pagina dipende dall'importanza delle pagine
che consentono di arrivarci. Per vedere quale relazione lega tali quantita con
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il metodo delle potenze dobbiamo riformulare la definizione appena vista uti-
lizzando una matrice H, detta Matrice di Hyperlink (Hyperlink Matrix), con

elementi:
b 1/1; se P; € B;,
Y10 altrimenti.

La matrice H ha tutti elementi nonnegativi ed inoltre la somma degli elementi
che si trovano sulla stessa colonna ¢ uguale a uno. Vediamo un esempio,
considerando otto pagine web connesse nel seguente modo:

La Hyperlink matrix ¢ la seguente:

0 1/4 0 0 0 0 0 0

/3 0 0 0 0 0 0 0

1/3 1/4 0 1/3 0 0 1 0

g_| 0 0 13 0 0 0 0 12
|13 14 0 0 0 0 0 0
0 1/4 1/3 0 12 0 0 0

o 0 1/3 1/3 1/2 1 0 1/2
0 0 0 13 0 0 0 0 |

Per esempio risulta
I(Py) = I1(P,)/4

oppure

I(Ps) = I(P1)/3 4+ 1(Py) /44 I1(Py)/3 + I(Fr).



CAPITOLO 1. APPROSSIMAZIONE DI AUTOVALORIE AUTOVETTORI9

In base alla relazione (1.11), detto x il vettore
X =[I[(P),I[(P),...,1(F)]"
e verificata la seguente uguaglianza
x = Hx

e quindi x ¢ un autovettore della matrice di Hyperlink associato all’autovalore
1. Per calcolare il vettore x si puo applicare il metodo delle potenze, in quanto
e possibile verificare che 1 ¢ proprio 'autovalore dominante di H, definendo
il processo iterativo

<+ — frac(R)

Nella pratica, per ottenere la convergenza certa del metodo, si applica il meto-
do delle potenze non alla matrice di Hyperlink, ma alla cosiddetta Matrice
di Google:
U
G=aH+(1- a)g
dove n ¢ il numero delle pagine web, U ¢ una matrice quadrata di ordine n i
cui elementi sono tutti uguali a uno ed a ¢ un numero casuale compreso tra
Oel.



Capitolo 2

Approssimazione ai minimi
quadrati

2.1 Introduzione

Uno dei problemi piu frequenti che si affronta nel campo ingegneristico ¢
il seguente. Supponiamo di dover effettuare una misura di una grandezza
incognita utilizzando uno strumento di misura e facendo variare una deter-
minata grandezza (oppure al variare del tempo). Se € nota la legge che lega
le due grandezze in gioco (per esempio esse potrebbero essere 'intensita di
corrente e la differenza di potenziale di un circuito, oppure la pressione e
la temperatura di un materiale durante un determinato esperimento) si puo
notare che raramente le misure da noi effettuate obbediscono a tale legge
matematica. Questo perche le misure effettuate con strumenti sono sempre
soggette ad errori dovuti alle pit varie cause (errore di parallasse dovuto ad
un’errata posizione nella lettura dello strumento oppure a problemi interni
allo strumento come l'effetto di campi elettromagnetici oppure ad una cattiva
taratura del fondo scala). Sostanzialmente il problema ¢ simile a quello del-
I'interpolazione cioe¢ bisogna trovare una funzione W(z) che pero approssimi
le coppie di dati (z;,y;) ma che non passi per questi poiché non sono dati
precisi:
U(z;) ~ y;.

Il problema dell’approssimazione polinomiale prevede che la funzione ¥(x)
sia un polinomio di grado opportuno (generalmente inferiore di molto rispet-
to al numero di dati disponibili e questa e un’ulteriore differenza rispetto
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al problema dell’interpolazione). Un ulteriore grado di liberta sta nel fatto
che si deve decidere come tradurre matematicamente il concetto di approssi-
mazione, cioe come misurare la differenza tra i valori noti y; e quelli che
li approssimano, cioe W(z;). Vedremo che una delle tecniche piu usate nel
campo dell’approssimazione ¢ la cosiddetta approssimazione polinomiale ai
minimi quadrati. Prima di vedere di cosa si tratta introduciamo un im-
portante algoritmo di algebra lineare che ¢ la fattorizzazione QR di matrici
rettangolari reali e le proprieta principali delle matrici ortogonali.

2.2 Matrici Ortogonali

Definizione 2.2.1 Una matrice QQ € R™*" si dice ortogonale se:
QQT=Q"Q=1,
dove QT ¢ la matrice trasposta ed I,, ¢ la matrice identita di ordine n.

Dalla definizione di matrice ortogonale segue come conseguenza immediata
che l'inversa coincide con la matrice trasposta:

Q' =qQ"
Se riscriviamo la matrice () per colonne

Q:[Oh dq2 q3 - .. Qn]

cioe in modo tale che q; sia la i—esima colonna di ), allora poiche QTQ = I,
risulta

al [ q’ar qfas ... qlq, |
ai alar alqy ... diq,
[(h q 93 ... Qn]: =1,
| q, | a4 9fdr - qidn |

Quindi deve essere necessariamente

q/q; =
0 i .
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Ricordando che il prodotto scalare tra vettori di R" e definito come
n
(xy)=y"x=) zy;
i=1

e che due vettori si dicono ortogonali se il prodotto scalare & nullo allora una
matrice ortogonale ¢ caratterizzata dalla proprieta che tutti i suoi vettori
colonna sono a due a due ortogonali. In pit le colonne sono normalizzate nel
senso che il prodotto scalare di ogni colonna con se stessa ¢ uguale a 1:

1 i=7
(qi,95) =
0 i # 7.
Se q; e la i—esima colonna di () deve essere
[ q1i |
q2i n
ngz':[(hz‘ q2; .. qm;} :quz.i:]“
. j=1

| Ani i

Una conseguenza di questa proprieta ¢ che tutti gli elementi di una matrice
ortogonale sono, in modulo, minori di 1. Ricordiamo che il prodotto scalare
definito su vettori di R™ induce una funzione, detta norma 2 (o Euclidea),

indicata con
[ ]l2: R" — Ry

definita nel seguente modo:

[1x[l2 = v/ (3, %).

La quantita (x,x) ¢ sempre positiva, infatti

(x,%x) =x'x = me >0
i=1
e inoltre
(x,x)=0 & x =0.

La norma 2 misura la lunghezza di un vettore di R". La norma Euclidea di
un vettore gode delle seguenti proprieta:
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1. Per ogni x € R, ||x||2 > 0 e [|x]2 =0 < x = 0;
2. Se a € R allora [Jax||2 = |a||x]|2;

3. Per ogni x,y € R" allora ||x + yl||» < [[x]]2 + [ly]]2 (Disuguaglianza
triangolare).

Se Q1 e ()2 sono matrici ortogonali di ordine n allora anche la matrice
Q = Q1Q2

¢ ortogonale. Infatti

QQ" = Q1Q2(Q1Q2)" = Q1Q:Q5 Q] = Q] = I,.

Si dice che I'insieme delle matrici e chiuso rispetto all’operazione di moltipli-
cazione, cioe forma un Gruppo. Se (1 € una matrice ortogonale di ordine n
e Q2 € una matrice ortogonale di ordine m allora anche le seguenti matrici
di ordine n + m sono ortogonali.

O @ Q O
Q2 O O Q]

Se () ¢ una matrice ortogonale di ordine n ed x € R™ allora
Q|2 = Ix]l2-

Infatti

1Qxl5 = (Qx,Qx) = (Qx)"Qx = x"QTQx = x"x = ||x[3.
Tra le matrici ortogonali quelle che hanno una maggiore importanza nelle
applicazioni sono le Matrici di Householder e le Matrici di Givens.
Le Matrici di Householder
Una matrice di Householder P di ordine n ¢ definita nel seguente modo

P=1-puu’, B eR,ueR™

Appare evidente che una matrice di questo tipo ¢ simmetrica (PT = P), e

imponiamo ora che sia anche ortogonale, cioe che

PP = (I — puu”)(I — puu’) =1
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e quindi

PPT =171 -28uu’ + fu(u’u)u? =1 - 2puu’ + B?||u/fuu’ =

= I+ (F|[ulf — 28)uu” = I + B(f|[ull3 — 2)uu’.

I valori di  che rendono P ortogonale sono due ma la soluzione = 0 rende
P coincidente con la matrice identita, e quindi di scarso interesse pratico. Il

valore accettabile per (e
2

= —. (2.1)

[[ulf3
Le matrici di Householder sono dette anche matrici di riflessione poiche il
vettore Px risulta essere il vettore riflesso di x rispetto allo spazio vettoriale

perpendicolare al vettore u, infatti

u’x u’x

Px=x— u— u
lallz ™ 3

e, come rappresentando tali vettori nella seguente figura, risulta chiara la
relazione tra x e Px.

Le Matrici di Givens

Fissati due numeri interi p, ¢ compresi tra 1 ed n e tali che p < ¢ ed un angolo
0, poniamo
¢ = cosb, s =sinf
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e definiamo la matrice di Givens G, nel seguente modo:

1

¢ s riga p

-5 & riga ¢

1

Solo le righe (e le colonne) di indice p e ¢ differiscono dalla matrice identita.
La verifica dell’ortogonalita di G, ¢ piuttosto immediata.

Le matrici di Givens sono dette anche matrici di rotazione poiche il vettore
Ggqx risulta essere il risultato della rotazione di x in senso antiorario di un
angolo pari a 6.

2.3 Fattorizzazione QR

Assegnata una matrice A € R™ " m > n, ci poniamo il problema di
determinare una matrice () € R™*™ ed una matrice R € R™*" tali che:

A=QR (2.3)
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con ( matrice ortogonale, cioe QTQ = I, mentre R ha la seguente struttura
Ry
=[6]
dove R; € R™ " ¢ una matrice triangolare superiore. La fattorizzazione (2.3)
prende il nome di fattorizzazione () R (oppure fattorizzazione di Householder)
della matrice A.

Se m = n e det A # 0 allora si puo risolvere il sistema Ax = b nel modo
seguente:

Ax=b & QRx=b & Rx=c conc=Q"b
e dunque per calcolare il vettore x basta risolvere un sistema triangolare su-
periore. Vedremo successivamente che tale fattorizzazione risolve brillante-
mente il problema della risoluzione del sistema Ax = b, A € R™*" m > n.

Consideriamo preliminarmente il seguente problema: assegnato un vettore
x € R™, x # 0, determinare una matrice di Householder P tale che

Px = kel ke R,
dove e; ¢ il primo versore fondamentale di R™. Quindi
Px = (I — fuu’)x = x — fuu’x = x — Bu’x)u.

Poiche il vettore u, e arbitrario possiamo imporre

pulx =1 (2.4)
cosicche
x—u=ke;
quindi deve essere necessariamente u; = x;, ¢ = 2,...,m, = 1 — Up.

ek
Determiniamo ora 'espressione dell’elemento u;. Da (2.1) e (2.4) abbiamo:

T
—ux=1
[[ulf3

|ul|2 —2u’x =0

m m
2 2 2 _
ul—l—g :L’i—2u1x1—2§ xz; =0
i=2 =2

m

u% — 2T1Uuy — g m? =

=2
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Risolvendo I’equazione di secondo grado si ottengono due soluzioni:

u, =x; £

Per evitare la cancellazione di cifre significative (vedere paragrafo 2.3.1) si
sceglie il segno in modo tale da evitare 'operazione di sottrazione, cioe

uy = 1 + segn(xy)||x||2.

La (2.1) puo anche scriversi:

2 2 2
CTRBT &L =,
G+ a2 (o + segna)lixl)? + o
=2 =2
2

m
2+ x5 + 2l Ixlls + ) af
=2

2 1
2|34 20z|lxlle  (Ixll2(z |+ [[x]l2)”

In definitiva scegliendo

x1 + segn(z1)[|x]|2
1 B T2

IR AR

g

Ty
risulta
Px = (I — puu”)x = —segn(r1)||x||2€.

Sfruttiamo la proprieta appena trovata per calcolare la fattorizzazione QR
della matrice rettangolare A. Per semplicita consideriamo il caso in cui A €
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R7><5 .

s

I
X X X X X X
X X X X X X
X X X X X X
X X X X X X
X X X X X X

X X X X X

Si conseidera come vettore x la prima colonna della matrice (evidenziata in
rosso) e si trova la matrice di Householder P; che rende nulli tutti gli elementi
tranne il primo. Moliplicando P; per A leffetto ¢ quello di aver reso nulli
tutti gli elementi sottodiagonali della prima colonna di A:

X X X

PlA:

o O O o O
DR X
X X X X X X X

X X X X X X
X X X X X X

0

A questo punto si considera come vettore x quello composto da tutti gli
elementi evidenziati con ® e si determina la matrice di Householder P che
azzera tutti tali elementi, tranne il primo. Poiche tale matrice ha ordine 6
allora per applicarla a P; A si definisce la matrice

1 o
P = ~
2 |:OT P2:|

cosicche _ _
X X X X X
0 X X X X
0 0 ® x X
PQPlA = 0 0 ® x X
0 0 ® x X
0 0 ® x x

| 0 0 ® x X |

Se A € R™*"™ allora al k—esimo passo si definisce la matrice
I+ O
b= { oT P, ]
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con ﬁk matrice di Householder di ordine m — k + 1 e I,_; matrice identita
di ordine k — 1. E facile osservare che le matrici P, sono ortogonali per ogni
k, in conseguenza di una proprieta vista in precedenza. Se m > n si devono
applicare n matrici Py cosicche

R=PFP,P, .. BLPA
e triangolare superiore. La matrice A puo essere scritta come
A= (PPyy...P) " R=(P'Pyt .. . P;YYR=PPy... PR,

poiche tutte le matrici Py, sono ortogonali e simmetriche (quindi P, L= PR).
Posto
Q=DPP.. PP,

tale matrice e ortogonale in quanto prodotto di n matrici ortogonali, quindi
A puo essere fattorizzata come

A=QR.

Osserviamo che ad ogni passo la matrice P, moltiplica la matrice al passo
precedente che e gia stata parzialmente triangolarizzata. Osserviamo che
il numero di operazioni algebriche necessarie a calcolare tali colonne non ¢
molto elevato. Infatti se P € una matrice di Householder ed y € un vettore
diverso da u allora
Py =y — (fu'y)u.

Per calcolare u”y sono necessarie 2m operazioni aritmetiche (3 si suppone
che sia gia stato calcolato), poi sono necessari m prodotti per calcolare
(Buly)u e poi m differenze. In tutto sono richieste circa 4m operazioni
mentre per calcolare il prodotto tra una matrice di ordine m ed un vettore di
ordine m sono necessarie 2m? operazioni aritmetiche. Ricordiamo che il costo
computazionale di un algoritmo (cioe¢ il numero di operazioni che richiede)
¢ uno dei parametri da considerare quando si valuta 'efficienza di un algo-
ritmo. L’algoritmo codificato in MatLab ¢ il seguente (A ¢ una matrice di
m X mn):

for k=1:n
u = ACk:m,k);
norma = norm(u,2);
u(1l) = u(l)+sign(u(l))*norma;
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beta = 2/norm(u,2)?;

U = eye(m-k+1)-betaxu*u’;
P = [eye(k-1) zeros(k-1,m-k+1); zeros(m-k+1,k-1) U]
A = PxA;

end

2.3.1 La cancellazione di cifre significative

Ricordiamo che se x ¢ un numero reale, la sua rappresentazione macchina,
cioe il numero che approssima z nella memoria di un elaboratore, e che
spesso viene indicata con fl(z), € un numero che ¢ affetto da un certo errore
(dipendente da z), tale che vale la seguente relazione:

fi(z) =x(1 +&,)

dove €, rappresenta l’errore relativo ed e maggiorato, in modulo, dalla pre-
cisione macchina u (che dipende chiaramente dalla memoria dell’elabora-
tore e rappresenta il pit piccolo numero reale rappresentabile). Chiaramente
I’errore di rappresentazione di un numero reale puo influire nella precisione
dei risultati forniti dall’elaboratore poiche esso si propaga nei calcoli ed i
calcoli stessi tendono ad introdurre ulteriori errori di rappresentazione. In
questo paragrafo sara affrontato un caso particolare legato all’operazione
della differenza tra numeri reali, come effettuata all’interno dell’elaboratore.
Supponiamo quindi di voler calcolare la differenza tra due numeri reali a e
b. Siano fl(a) e fl(b) rispettivamente le loro rappresentazioni di macchina.
Vogliamo vedere quale e ’errore che viene commesso dall’elaboratore quando
calcola a — b.

flla)© fL(b) = [fl(a) = FIO)I(1 +e1) = [a(l +&2) = b(1 +e3)](1 + 1) =
=(a+aeg—b—0bez)(1+e1) =
= (a—0b)+ (a—b)ey + aey — beg + ag1e9 — beges.

Una maggiorazione per 'errore relativo e la seguente

|(fl(a) © fI(b) = (a =D)| _
| — 0] B

|al
lea] + m(|52| + lealle2])+

6]
ja = b

(2.5)

+ (les| + lealles]).
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Se a e b hanno segno opposto risulta
max(|al, [b]) < |a — 0|
e dalla (2.5) segue la maggiorazione

|(fUa) © [fI(b)) — (a = b)]
|a — 0]

< 3u + O(u?)

dove u ¢ la precisione di macchina.

Se a e b hanno lo stesso segno allora I’errore relativo puo essere molto grande
quanto piu a e b sono vicini. Questo fenomeno prende il nome di cancellazione
di cifre significative. Questa analisi indica che, nell’effettuare operazioni ar-
itmetiche sarebbe opportuno evitare la differenza tra due numeri reali aventi
lo stesso segno e vicini tra loro.

2.3.2 Calcolo della fattorizzazione ()RR con le matrici di
Givens

Sia x € R™, ci poniamo il problema di determinare una matrice di Givens
Gpg € R™ ™ con p,q numeri interi tali che 1 < p < ¢ < m, e tale che il
vettore y definito come

y = Gpex

abbia la componente di indice ¢ uguale a zero. Ovviamente supponiamo che
z, # 0 altrimenti potremmo prendere G,, uguale alla matrice identita di
ordine m. Calcolando il prodotto Gp,x si ottiene

1 T T
Tp—1 Tp-1
c Tp CTp + STy
Tp+1 Tp+1
Tg—1 Tg—1
—S Tq —STp + CTy
Lg+1 Lg+1
- - L. mm xm -
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Uguagliando le componenti al vettore y risulta:

Yi =, i #D.q
Yp = CTyp + STy
Yqg = —STp+ Cxy.

Il problema da risolvere ¢ quello di trovare i valori di ¢, s (¢? + s = 1) tali

che
CTp + STy = Yp
—8Tp +cxg =y, = 0.

Prima di risolvere il sistema troviamo il valore di y,. Ricordiamo che poiche
la matrice G, ¢ ortogonale allora i vettori x e y hanno la stessa norma 2:

Iy115 = 1 Gpaxll3 = II15-

Quindi

dDui= > vyt =) o
i=1 i=1,i#p,q i=1
e poiche x; = y; se i # p,q, e y, = 0 allora

m m
2 2 _ 2 2 2
5 Ty T Y, = E x; +x, + .
i=1,i#p,q 1=1,i7#p,q

2 2 2
Yy, = T, + 7, = Yp = \/ T2 + 22

Il sistema da risolvere diviene
_ 2 2
cry + STy = /Ty + X7

cry — sz, = 0.

Da cui si ottiene

Applicando la regola di Cramer si trova
Vi + ooz,
0 -, —Tp\/Th+ T2 Ty /T + T2 T,

C = = = =

— 2 _ .2 2 2 2 7
Tp Tq Ty — Xy T, + &y VTt g
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2 2
Ty /T, + T
2 p) 2 2
q 0 Tg\/ Ty + T Tg\/T, + T T,

S = =

2 2 - 2 2 o 2 2°
p Lq Ty — Tg Ty + &y VTt 2y

Le matrici di Givens possono essere usate per calcolare la fattorizzazione
@R di una matrice A rettagolare utilizzandole per azzerare gli elementi della
parte triangolare inferiore. Se A & una matrice m x n allora possiamo definire
la matrice di Givens G1,, che annulla I'elemento di A di posto (m, 1), quindi
definire la matrice Gy ,,,—1 che annulla I’elemento della nuova matrice di posto
(m —1,1) e cosl via fino alla matrice Gy 5. Per gli elementi delle successive
colonne si procede allo stesso modo, finche la matrice non & completamente
triangolare. La matrice triangolare (se m > n) R & uguale a:

R = Gn,m+1Gn,m+2 - Gl,mflGlmA

quindi
A= (Gn,m+1Gn,m+2 e C7Y1,m—1G1m>_1 R = QR

con

Q - (Gn7m+1Gn7m+2 ce G(1,m—1Gflm)71 .

Come ultima osservazione si deve dire che, per calcolare la fattorizzazione
®R, conviene utilizzare le matrici di Householder se la matrice A & piena,
cioe molti suoi elementi sono diversi da zero, in quanto consente di annullare,
in un singolo passo, tutti gli elementi appartenenti ad una singola porzione di
colonna. Conviene utilizzare le matrici di Givens quando A ¢ sparsa, cio¢ ha
gia una buona parte degli elementi uguali a zero, poiche consente di azzerare
in modo selettivo tali elementi.

2.4 La Retta di Regressione

Come si e gia accennato nell’introduzione di questo Capitolo quando i dati
(xi,y:), 1 = 0,...,n, sono rilevati con scarsa precisione, non ha molto senso
cercare un polinomio di grado n (o, pit in generale una funzione W(x)) che
interpoli i valori y; nei nodi x;. Puo invece risultare piu proficuo cercare un
polinomio di grado m < n che si avvicini il piu possibile ai dati rilevati. I
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criteri che si possono scegliere per dare un senso alla frase si avvicini il piu
possibile possono essere diversi, per esempio si potrebbe cercare il polinomio
pm(z) tale che

max |pp, (;) — yi| = min max [p(x;) — yi|
7 pelly, 1

avendo indicato con I, I'insieme dei polinomi di grado al piut m. 1l tipo
di approssimazione piu utilizzato (e anche quello piu semplice da risolvere)
e quello polinomiale ai minimi quadrati. Un caso particolare e quello in
cui si cerca una funzione lineare che approssima nel modo migliore i dati
sperimentali. Quindi si pone

O(x) = ax + 3, a,feR (2.6)

e si cercano, tra tutte le possibili rette, i coefficienti a e 8 che globalmente
minimizzano la differenza

Q(z;) —yi = ax; + B -y

La retta (2.6) che risolve tale problema viene detta Retta di regressione. Nella
seguente figura sono evidenziate le quantita che devono essere globalmente
minimizzate (i punti (z;,y;) sono evidenziati con il simbolo o).
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Un modo per minimizzare globalmente le distanze della retta dalle approssi-
mazioni ¢ quello di trovare i valori o, # che minimizzano la funzione:

n

U(a,5) = Z (az;i + 8 — i)

=0

Per questo si parla di problema ai minimi quadrati (si minimizza una somma
di quantita elevate al quadrato).
Per determinare tali valori calcoliamo le derivate parziali rispetto alle incog-
nite: "

ov

9 2;% (x; + B — i)

v -
%22;(0@14‘5—%)
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( OV “

o 2;xi(axi+ﬁ—yi)0

S

ov u

— =2 axr;+ 0 —1y;) =0
&L ;( 3= yi)

z; (ax; + 0 —y;) =0
1=0
{

3

(ax; + B —y) =0

\ =

( aix?—i—ﬁixi—ixiyi =0
i=0 i=0 i=0

[e=]

a) @it (nt1)f-3 y:=0
\ 1=0 1=0
Poniamo per semplicita
Spe = Z 7 Sy = X
=0 =0
Sacy = szyz Sy = Yi.
i=0 i=0

Il sistema diventa

sza + Sxﬁ = Sxy

Sza+ (n+1)8=29,

la cui soluzione ¢

(n+1)Syzy — S5y
(n+1)S,, — 52

S5, — 5,5,
(n+1)S,, —S2

6 =

26
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2.5 Approssimazione Polinomiale ai Minimi
Quadrati

Esattamente nello stesso modo descritto nel precedente paragrafo si puo cer-
care il polinomio di grado m che si avvicina ai dati sperimentali nel senso dei
minimi quadrati, cioe si cerca il polinomio

m

pm(T) = Z ajxj,

J=0

di grado m < n, tale che:

n

Z(pm<$z) —y)?

1=0

sia minima. Cioe si vuole risolvere il problema di minimo:
n m 2
; J
min E E a;x] —y; | . (2.7)
aQ,a1,..-,am
i=0 \j=0

Inseriamo in un vettore i valori del polinomio p,,(z) calcolati nelle ascisse z;:

- 7 - -1
P (T0) ap + a1zo + asTi + -+ 17y + A
2 m—1
Pm(1) ag + a171 + asxy + -+ a2+ apal’
| p(2n) | | a0+ a1ty + agr) 4 A a2 T A A |

Definendo la matrice B € R(™+1)x(m+1) pe] seguente modo:

i 2 m—1 m
1 2z 25 ... x xg
1 oy 22 ... 2Pt oo
B = ,
2 m—1 m
I I 24 Ty
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ed il vettore a = [ag, ay, . .., a,|’ si vede che risulta
pm(l’o)
Pm\T
(, 1) = Ba
Pm(Tn)
e quindi, definito il vettore y = [yo, %1, .., yn]’ risulta
Pm(T0) — Yo
Pm T -
( 1‘) Y1 —Ba-y.

Osserviamo che la quantita da minimizzare
n m 2
> (Sute )
i=0 \j=0

corrisponde alla norma 2 al quadrato del vettore che ha componenti pari
a pm(x;) — y; quindi il problema di minimo puo essere riscritto in forma
algebrica:
: 2
min ||Ba—y||;. (2.8)

acRm+1

Consideriamo quindi la fattorizzazione QR della matrice B:
B = QR, Q c ]R(n—l-l)x(n—l-l)7 Rc R(n+1)><(m+1)
essendo () una matrice ortogonale ed R con la seguente struttura:
Ry
R =

dove R; e una matrice triangolare superiore di ordine m + 1. Sostituendo a
B la sua fattorizzazione ()R abbiamo:

IBa—yl} =|QRa—yl}=[Q[Ra—-Q"y)|3=

= |[Ra —c|;3
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avendo posto ¢ = QTy.

|Ba—yl3 =

Ria—c;
Co

2

2

GRS

2

2

=[R2 — 113 + [|ealf3.

29

Poicha cy ¢ un vettore che non dipende da a il problema di minimo si riduce
a minimizzare ||R1a — cq||2 e poiche Ry ¢ una matrice non singolare se a ¢ il

vettore che risolve il sistema

allora tale minimo viene raggiunto.

Rla = C1

anche la misura del minimo che ¢ pari a ||cz||z.
Per risolvere il problema dell’approssimazione polinomiale ai minimi quadrati
si devono effettuare i seguenti passi:

1. Calcolare la fattorizzazione B = QR;

2. Calcolare il vettore ¢ = Q'y;

3. Risolvere il sistema triangolare superiore Rja = c;.

Si noti che questo algoritmo fornisce



Capitolo 3

La Decomposizione ai Valori
Singolari

3.1 Valori singolari

Definizione 3.1.1 Se A € R™*" allora esistono due matrici ortogonali
UV, con U € R™™ eV € R, ed una matrice diagonale ¥ € R™*",
con elementi diagonali non negativi, tali che

A=UxvT (3.1)

Tale decomposizione viene appunto detta Decomposizione ai valori singolari.
Gli elementi diagonali della matrice Y sono detti valori singolari. Se m =n
allora le tre matrici sono quadrate. Invece se m > n allora

01
02

30
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mentre se m < n allora risulta

01
02

Om—1

Om

Si puo osservare che il numero di valori singolari di una matrice A € R”™*"
e pari a p = min{m, n}. In ogni caso, per convenzione i valori singolari sono
ordinati in modo tale che

01203220, 20.

Dalla relazione (3.1), moltiplicando i due membri per V', segue che
AV =U%, (3.2)
mentre moltiplicandola per U? risulta
UrA=xvt = A'Uu=vx" (3.3)
Indicando con u; e v; le colonne di U e V:

U=[u; uyuz ... Wy Uy

V=[viVvavs ... V1 V]
la relazione (3.2) risulta

AV =[Av; Avy ... Av, 0 ... O

UY =[oju; ouy ... opu, 0 ... O]
da cui, uguagliando le colonne tra le matrici a primo e secondo membro
Av; = ou;, i=1,...,p=min{m,n}.
Dalla relazione (3.3) risulta invece

ATU = [ATu; ATuy, ... ATu,0 ... O]

VYT =[oyvy 09vy ... 0V, 0 ... O
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da cui, uguagliando le colonne tra le matrici a primo e secondo membro
Al = o;v;, i=1,...,p=min{m,n}.
I vettori u; sono detti vettori singolari sinistri, mentre i vettori v; sono detti
vettori singolari destri.
I valori singolari al quadrato sono gli autovalori non nulli della matrice A7 A
(e anche di AAT). Infatti supponendo m > n
ATA =WUxvHT(UsvT) = vTUTusvT =
=Vryvt =vy, vt

dove

2
01

Y, =XTy =

Riscrivendo la relazione
ATA =V, vT = (ATA)V =V,

risulta
(ATA)Vi :U?Vi, 1= 1,...771,,

quindi ¢? & I'i—esimo autovalore di ATA e v; ¢ il relativo autovettore.
Ricordiamo che si definisce Rango di una matrice (rank) il numero massimo
di righe (o colonne) di una matrice linearmente indipendenti. Se r = rank(A)
allora

01 >09> >0, >0, =" =0,=0, p = min{m, n}.

La rappresentazione della SVD puo avvenire in forma piu compatta elimi-
nando dalle matrici U, e V' le righe (o le colonne) che sono moltiplicate per
elementi uguali a zero. In forma compatta una matrice A € R™*" di rango
r < n < m viene rappresentata dalla decomposizione

A=UxvT
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in cui
UeR™", Y e R™T, Ve R™,

Osserviamo che la matrice ¥ puo essere scritta in modo diverso. Sia F; la
matrice di dimensione r x r i cui elementi sono tutti uguali a zero tranne
quello di posto (i,) che e uguale a 1. Quindi

=1

Per esempio se r = 3 allora

2201 + o9 + o3

o O =
o O O
o O O
o O O
O = O
O O O
o O O
O O O
_ o O

Indicato con e; I'i—esimo vettore della base canonica di R” allora la matrice
E; puo essere scritta come

Ei:eie?.
Per esempio
0 00 0
Ey=1010|=|1][010]=ese;.
0 00 0

Scrivendo X come
Z T
Y= 0;€;€e;
i=1

e sostituendo tale rappresentazione all’interno dell’espressione della SVD
risulta:

A=USVT =U) giee/ V' =) olUee] V' =) oi(Ue;)(Ve,)".
=1 =1 =1

Il vettore Ue; rappresenta la t—esima colonna della matrice U, cioe 1’i—esimo
vettore singolare sinistro u;, mentre Ve; rappresenta la i—esima colonna della
matrice V', cioe I'i—esimo vettore singolare destro v;, quindi

r
§ : T

A= o;u;v;
i=1
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in cui ogni matrice u;v! ha rango 1.

Osserviamo che per memorizzare tutti gli elementi della matrice A (indipen-
dentemente dal rango) sono necessarie m x n locazioni di memoria, mentre per
memorizzare la decomposizione ai valori singolari della matrice A di rango r
ne servono m X r locazioni per memorizzare la matrice U, n X r locazioni per
memorizzare la matrice V' ed r locazioni per memorizzare i valori singolari.
In tutto le locazioni necessarie sono:

mr+nr+r=(m+n+1)r,

quindi memorizzare la matrice usando la sua SVD conviene se:
mn

rim+n+1) <mn = r< ———.
m—+n+1

Per esempio se m = 640 e n = 480 allora
r < 274.
Sfruttando la positivita dei valori singolari si puo porre
Ww; = \/U_z'ui, Z; = \/U_ivi

cosicche la matrice A viene scritta nel seguente modo
T
T
A= E W,Z; .
i=1

3.1.1 Risoluzione del problema dei minimi quadrati
con i valori singolari

Sia A € R™*™ dirango r, con m > n > r, allora si vuole risolvere il problema
di minimo

min || Ax — b||2

x€R™

essendo nota la SVD della matrice A:
A=UxV".
Poiche la norma 2 ¢ invariante sotto trasformazioni ortogonali, allora

[Ax = b[} = [[UT(Ax = b)[3 = [UT Ax — UTb||3

= |UTAVVTx — UTb|3.
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Poniamo y = VTx, e inoltre, poiche,
Y =UTAV
risulta
2 T (12
[Ax —bl|; = [|Zy — U" b3
e, per trovare un’espressione per il vettore U'b possiamo sfruttare la decom-
posizione di U in colonne:
ulb
T
u, b
Ub=|
u’b
ottenendo

n T

lAx —bl2 =3 (o — ulb)> = > (o — b + 3 (ulb)

i=1 i=1 i=r+1

Il minimo di tale funzione viene raggiunto quando

O;Y; — LIZTb =0
da cui segue che
u’b ,
Yi = , 1=1,...,7.
i

Il vettore y* € R™ che risolve il problema di minimo ha come componenti

u’b

g;

, 1=1,...,r
vi =
0 1=r+1,...,n.

Poiche x = V'y allora il vettore x* € R™ che risolve il problema di minimo
definito inizialmente e

x* — Vy* = ZT:y:Vl = ZT: uZpVi
1=1

i=1 v

mentre il valore minimo cercato ¢

n
i _ b2 = T2
min || Ax — bl > u/bf.

i=r+1



CAPITOLO 3. LA DECOMPOSIZIONE Al VALORI SINGOLARI 36

3.1.2 Calcolo dei Valori Singolari (Cenno)

Per calcolare i valori singolari (o la decomposizione ai valori singolari) si puo
sfruttare il fatto che sono il quadrato degli autovalori di AT A. Infatti per cal-
colare tutti gli autovalori si puo usare il cosiddetto metodo Q) R, cosi definito:

I passo: Porre By = ATA
IT passo: Calcolare la fattorizzazione By = Qx Rx
IIT passo: Porre By.1 = RiQy e tornare al I passo.

La matrice By converge, per k — oo, ad una matrice diagonale i cui ele-
menti principali sono proprio i quadrati dei valori singolari. Per abbassare
il costo computazionale (il calcolo della fattorizzazione QR ad ogni passo
richiede un numero di operazioni dell’ordine max{m, n}?) si puo trasformare
preliminarmente la matrice A in forma bidiagonale superiore, ovvero in modo
tale che si calcoli la matrice

C=WAQT

applicando a destra e sinistra (in maniera alternata) matrici di Household-
er che azzerano prima gli elementi sottodiagonali di una colonna e poi gli
elementi piu a destra di ogni riga.

3.1.3 La Pseudoinversa di Moore-Penrose

Se la matrice A fosse quadrata e non singolare allora risolvere il sistema
Ax = b trovando il vettore che minimizza la norma 2 ||Ax — b||2 significa
trovare, il vettore uguale al prodotto tra linversa di A (che esiste) ed il
vettore dei termini noti b:

x = A" 'b.

La matrice inversa non esiste per matrici rettangolari, tuttavia il concetto
puo essere esteso introducendo la nozione di matrice pseudoinversa, indicata
con AT, tale che il vettore x* trovato al termine del paragrafo precedente

possa essere scritto come
x* = A"b.

Definizione 3.1.2 Sia A € R™ " una matrice di rango r. La matrice AT €
R™™ tale che
AT =vytuT
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dove Xt € R™™ ¢ la matrice che ha elementi 0% nulli per i # j, mentre se

i=j:

1
—, 1=1,...,r
o = i
0 i=r+1,...,p=min{m,n}.

e detta pseudoinversa di Moore-Penrose.

Valgono la seguenti proprieta:

1. Lamatrice X = A" & 'unica matrice che soddisfa le seguenti equazioni,

2.

dette di Moore-Penrose:

0) AXA=A
b) XAX = X

c) (AX)T = AX
d) (XA) = X A:

Se il rango di A e massimo allora:
sem >n, AT = (ATA)~1AT,
sem <n, At = AT(AAT)"!,
sem=n, AT =A%

—~ 1
AT = E —v;ul;
- g;
=1
Considerato il sistema rettangolare
Ax=Db
allora il vettore soluzione nel senso dei minimi quadrati e

x* = ATb.

Infatti

Atb = i éviu;frb = i uiTpVi = x*.
i1 i %

- 0.
=1
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Ricordiamo che se A € R™*™ allora si definisce Range di A, e si indica con
R(A), I'insieme:

R(A)={yeR"|y=Ax, x e R" }.

Quindi se y € R(A) allora esiste un vettore x € R tale che:

p

P
y = Ax = E o vix = g (o vIx)uy,
i=1

=1

quindi le colonne della matrice U rappresentano una base (ovviamente orto-
normale) dell'insieme R(A). Procedendo in modo analogo si puo definire il
Range della matrice AT, R(AT) e verificare che le colonne della matrice V'
rappresentano una base per tale spazio.

3.2 Un’applicazione della SVD: La Compres-
sione di Immagini Digitali

Il processo di digitalizzazione & un processo di approssimazione (campiona-
mento): fisicamente all'immagine reale viene associata una griglia composta
da un elevato numero di piccoli quadrati, detti pixel. A ciascuno di questi
pixel viene attribuito un colore (di solito uguale alla media dei colori con-
tenuti nella cella oppure uguale al colore dominante). Nelle foto in bianco
e nero il valore di un pixel e un valore che corrisponde ad una tonalita di
grigio. Teoricamente il valore puo andare da 0 a oo perche infinite sono le
tonalita di grigio possibili. Non essendo possibile tuttavia rappresentare in-
finiti valori allora si pone un limite massimo e si considera un sottoinsieme
finito di tali tonalita. Una rappresentazione conveniente ¢ quella di associa-
re ad ognitonalita di grigio un valore reale appartenente all’intervallo [0, 1],
considerando che il valore 0 viene associato al bianco e 1 al nero. A questo
punto di sceglie un sottoinsieme discreto di tali valori: una quantificazione
consueta ¢ quella che prevede 256 livelli di grigio, cosi ogni livello di grigio
pud essere rappresentato utilizzando giusto 8 bit (256 = 28). Le immagini
a colori sono rappresentate in modo piu complesso perche 'informazione &
multidimensionale. Per rappresentare un colore si usa un determinato spazio
definito scegliendo un insieme di colori base. Lo spazio di rappresentazione
usato pitt comunemente ¢ quello RGB (Red-Green-Blue cioe Rosso
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Blu). In tale spazio ogni pixel & rappresentato da un vettore tridimensionale
in cui ogni componente rappresenta l'intensita di uno dei colori di base:

Colore = xtgR+ x¢G + xpB.

[ valori g, x¢, v variano nell'intervallo di numeri interi [0, 255] oppure as-
sumono valori normalizzati appartenenti all’intervallo reale [0, 1]. Simile allo
spazio RGB ¢ lo spazio CMYK che si basa sulla scomposizione dei colori nei
4 colori primari Ciano, Magenta, e Nero. In questo caso il colore viene
scomposto in una quadrupla di valori:

Colore = xcC + 2y M + xvY + xyN.

Ci sono altre rappresentazioni molto pit complesse come quella Y 1Q), utiliz-
zata dallo standard televisivo stantunitense NTSC (National Television Stan-
dard Committee). In questo caso il valore Y rappresenta una tonalita del
grigio mentre [ e () sono i cosiddetti segnali di crominanza e rappresentano
le coordinate del colore in una particolare rappresentazione. La conversione
da RGB a YIQ avviene attraverso la relazione matriciale:

Y 0.299 0.587 0.114 R
I | =059 -0.274 —0.322 G
Q 0.211 —-0.523  0.312 B

Una volta stabilito lo spazio dei colori ogni pixel ¢ memorizzato attraverso
un vettore definito in tale spazio.

Se I'immagine ha m xn pixel e lo spazio scelto e quello RGB allora per rappre-
sentarla e necessario memorizzare 3mn elementi. Nella seguente tabella sono
state riportate le quantita di memoria necessarie per memorizzare immagini
digitali di dimensioni variabili nei due spazi usati piti comunemente:

Dimensione | Spazio RGB | Spazio CMYK | Memoria (RGB) in Mb
640 x 480 | 921600 byte | 1228800 byte 0.9 Mb
800 x 600 | 1440000 byte | 1920000 byte 1.1 Mb
1024 x 768 | 2359296 byte | 3145728 byte 2.25 Mb

La dimensioni dei file sono piuttosto elevate quindi se un’immagine digitale
deve essere trasmessa usando un opportuno canale il costo di trasmissione sia
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in termini di tempo che di prestazioni richieste e piuttosto elevato. Questa e
la motivazione che ha spinto a ricercare meccanismi possibimente affidabili e
poco costosi per comprimere l'informazione contenuta in un’immagine digi-
tale. La tecnica di compressione delle immagini si basa sul fatto che queste
non sono costituite da un insieme casuale di punti colorati ma esiste una de-
terminata struttura. Questa struttura puo essere sfruttata per rappresentare
I'immagine utilizzando un numero minore di elementi. Esistono due tipi ci
compressione:
1. Compressione lossless (Senza perdita di informazione);
2. Compressione lossy (Con perdita di informazione).
Per misurare la qualita di un algoritmo di compressione si utilizza il cosid-
detto indice di compressione .

I

O:

ny

e
dove ny e il numero di unita di memoria necessarie a memorizzare I'immagine
originale, mentre n; € il numero di unita di memoria necessarie a memoriz-
zare 'immagine compressa.

Un valore C' = 10 significa che per memorizzare 'immagine compressa serve il
10% di quella necessaria a memorizzare I'immagine originale. Nella compres-
sione lossless 'immagine ricostruita e identica, pixel per pixel, all'immagine
originale. Le routine di compressione vengono applicate all’insieme dei dati
cercando di memorizzare le stesse informazioni ma con un numero inferiore
di informazioni (esempio: zone di colore uniforme). Le due tecniche pin uti-
lizzate per la compressione di immagini digitali sono:

1. GIF (Graphic Interchange Format): L’immagine viene convertita in una
lunga stringa di dati (concatendo delle righe) a cui e applicato 'algoritmo di
compressione LZW,;

2. JPEG (Joint Experts Photographic Group): Alla stringa di dati viene
applicata prima la Trasformata Discreta Coseno e poi la cosiddetta codifica
di Huffman.

Il vantaggio principale di tale tecnica ¢ la ricostruzione fedele dell’immag-
ine di partenza mentre lo svantaggio sta nel fatto che l'indice di compres-
sione potrebbe essere un numero non molto elevato (prossimo a 1) e quindi
il processo di compressione risulta poco efficace. Nella compressione lossy
I'immagine ricostruita non e perfettamente uguale a quella di partenza. La
motivazione di questa scelta dipende dal fatto che il processo attraverso il
quale I'occhio umano percepisce un’immagine reale ¢ esattamente lo stesso su
cui si basa la digitalizzazione di un’immagine e pertanto I’occhio umano non
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e in grado di percepire perfettamente la variazione del singolo pixel. Questo
tipo di compressione funziona bene solitamente con immagini prese dalla vita
reale (foto non artistiche). L’immagine ricostruita ¢ simile a quella originale
nel senso che 'occhio umano percepisce I'immagine nel suo insieme e non nei
dettagli.

3.2.1 La Decomposizione ai Valori Singolari Troncata

Ricordiamo che se A € R™*" m > n, r = rank(A), allora

T
T T T T
A= E o0V, = oW vy + 02UaVy + - 0,0V,
i=1

La matrice A (di rango r) viene scritta come una somma di  matrici di rango
1. Ricordiamo che se A € R™*"™ si definisce la norma 2 della matrice come il
numero

[A]l2 = v/p(ATA)

dove p(-) indica il cosiddetto raggio spettrale della matrice, cioe il massimo
modulo di un autovalore. Poiche gli autovalori della matrice AT A coincidono
con il quadrato dei valori singolari di A segue che

Al = V/p(ATA) = /0% = 0.

Fissato un valore k, intero compreso tra 1 ed r, 1 < k < r, vogliamo trovare
la matrice Ay, di rango k, piu vicina ad A. Si vuole risolvere cioe il problema
di minimo:
JA= Al = min A= X].
rank(X)=k
La risoluzione a questo problema e legata ancora una volta alla SVD della
matrice A ed e la cosiddetta SVD Troncata:

k

T T T T

A = E oW V; = 01u1Vy + 09UaVy + - -+ 0pUgVy .
i=1

Infatti poiche la matrice A, ha k valori singolari diversi da zero, ha ovvi-
amente rango k. Inoltre, calcolando la differenza tra le matrici A e Ay,

risulta
p

A— Ak = Z al-uiviT

i=k+1
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e quindi i valori singolari della matrice A — A, sono
Okt1 > Oy > -+ > Op, p = min{m, n}.
La norma 2 di tale matrice e
”A - Ak||2 = Ok+1-

Se il piu grande dei valori singolari esclusi dalla sommatoria ha un valore
molto piccolo allora 'approssimazione di rango k della matrice A e una
buona approssimazione di A. L’uso della SVD nella compressione di im-
magini digitali avviene nel seguente modo: se A ¢ la matrice m x n dei pixel
dell'immagine digitale si puo ragionevolmente pensare che ci siano diverse
righe (o colonne) che variano poco (cioe¢ tali da poter essere considerate come
linearmente dipendenti), quindi il rango di A puo essere un valore molto pit
piccolo del min{m,n}. All'immagine definita dalla A viene sostituita 1'im-
magine definita da A.

Se indichiamo con A la matrice dell'immagine approssimata allora la qualita
dell'immagine percepita dall’occhio umano ¢ ovviamente una misura molto
soggettiva. Definiamo la seguente quantita:

DO (i —ay)?

i=1 j=1

RSME =
mn

I valore RSME (Root Square Mean Error-ma spesso riportato anche come
RMSE) ¢ una misura (media) oggettiva di quanto I'immagine approssimata
differisce da quella originale. Il seguente valore

1
misura invece ’errore percepito dall’occhio. Poiche il calcolo della SVD di
una matrice di grandi dimensioni ha un alto costo computazionale (pari a
circa m?n) allora puo essere utile suddividere 'immagine in un certo numero
di parti (anche di dimensioni diseguali) e manipolarle in modo indipendente.
Questa tecnica consente di utilizzare un valore del rango non costante per le
parti dell'immagine. Per esempio una parte di immagine che rappresenta il
cielo (o il mare) puo essere rappresentata con una matrice di rango 1 mentre
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Figura 3.1: Immagine originale

per la parte in cui sono presenti elementi dai colori e forme diversi si puo
utilizzare un rango superiore.

Nelle pagine seguenti sono presentati alcuni esempi di applicazione della SVD
alla compressione di un’immagine in bianco e nero 774 x 523 di rango 475,
utilizzando un’approssimazione troncata avente rango crescente.
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Figura 3.2: Approssimazione di rango 1

Figura 3.3: Approssimazione di rango 10
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Figura 3.5: Approssimazione di rango 100



Capitolo 4

Sistemi di Equazioni non
Lineari

4.1 Introduzione

Supponiamo che sia €2 un sottoinsieme di R™ e che siano assegnate le n
funzioni

fi: Q—=R, 1=1,...,n.
Ogni vettore x € R", soluzione del sistema non lineare di n equazioni in n
incognite

fi(zy,2e,...,2,) =0
fg(xl,xg,...,xn) =0 (4.1)
folz1,29,...,2,) =0
prende il nome di radice dell’equazione
F(x)=0 (4.2)
oppure di zero della funzione vettoriale
F:Q—-R"
dove il vettore F'(x) e definito da:
fi(zy, @, ... xy)
Flx) = f2($1,$27--~,$n)
falzy, T2, .0 2)
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Ovviamente se n = 1 la teoria ¢ quella degli zeri di funzioni scalari. Anche il
caso in cui F(x) sia una funzione lineare (cio¢ F(x) = Ax—b, con A matrice
quadrata non singolare di ordine n e b vettore colonna ad n componenti)
e gia stato considerato. Tutti i metodi per la risoluzione del sistema non
lineare F'(x) = 0 partono dalle seguenti due ipotesi:

1. la funzione F(x) ¢ calcolabile in ogni punto del dominio €2;
2. la funzione F'(x) & continua in un opportuno intorno della radice.

Come nel caso scalare I'equazione F'(x) = 0 viene trasformata in un problema
del tipo
x = P(x) (4.3)

ovvero
x; = Pi(x1, 29, . .., Ty), i=1,2,...,n

con ¢ (x) funzione definita in €2 e scelta in modo tale che le proprieta richiesta
ad F'(x) si trasferiscano su @, cioe anch’essa deve essere continua in un
opportuno intorno della radice e calcolabile nell’insieme di definizione. Il
motivo di tali richieste ¢ che la funzione ®(x) viene utilizzata per definire
una successione di vettori nel seguente modo. Sia x® un vettore iniziale
appartenente a {2 e definiamo la seguente successione

(1) — @(x(k)), k=0,1,2,3,... (4‘4>

ovvero

xEkH) = @i(xgk),xgk), ) i=1,2,...,n.

La funzione ®(x) prende il nome di funzione iteratrice dell’equazione non
lineare F(x) = 0. Ricordiamo che un vettore x* che soddisfa la (4.3) viene
detto punto fisso di F'(x) (oppure punto unito). La successione dei vettori
x(®) definisce il metodo delle approssimazioni successive per il calcolo dei
punti fissi della funzione ®(x). Quello che si richiede a tale successione ¢ che
essa converga al vettore x*, soluzione del sistema non lineare. In questo caso
per convergenza si intende che

lim x*) = x*

k—o0
cioe, in termini di componenti,

lim xgk) =X

k—o00
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Per la convergenza del metodo delle approssimazioni successive vale quindi
il seguente teorema.

Teorema 4.1.1 Se la funzione ®(x) é differenziabile con continuita in un
intorno del punto fisso X*, e risulta

p(Ja(x")) <1

allora, scelto x© appartenente a tale intorno, la successione costruita con il
metodo delle approssimazioni successive e convergente a X*.

0)

Chiaramente il risultato appena enunciato ha un’importanza teorica in quan-
to generalmente ¢ molto complesso (o non ¢ possibile) conoscere gli autovalori
della matrice Jacobiana nella soluzione del sistema non lineare.

4.2 Il Metodo di Newton per Sistemi non Lin-
eari

Se si conosce abbastanza bene ’approssimazione iniziale della soluzione del
sistema di equazioni
F(x)=0

il metodo di Newton risulta molto efficace. Il Metodo di Newton per risolvere
il sistema (4.2) puo essere derivato in modo semplice come segue. Sia x*) una
buona approssimazione a x*, soluzione di F'(x) = 0, possiamo allora scrivere
lo sviluppo in serie della funzione F' valutata nella soluzione del sistema non
lineare prendendo come punto iniziale proprio il vettore x* :

0= F(x*) = F(x®) 4+ Jp(&)(x* —x®)

dove
G=0x"+(1-0x® 0<6<1
ovvero, suppondendo che lo Jacobiano sia invertibile,

x* —x®) = —JoN ) F(xW) = x* = x® — T2 (&) F(x®). (4.5)

Se x(®) & abbastanza vicino a x* allora possiamo confondere x*) con &;; in
tal modo pero (4.5) non fornira esattamente x* ma un valore ad esso vicino,
diciamo x*+1) . Abbiamo quindi lo schema iterativo:

K1) — 5 (B) _ J;l(x(k))F(x(k)). (4.6)
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Il discorso pud essere ripetuto ora partendo da x**+9: dunque k pud essere

visto come un indice di iterazione. La (4.6) ¢ appunto la formula che definisce
il metodo di Newton.

Puo essere interessante soffermarsi su alcuni dettagli di implementazione del
metodo (4.6). Poniamo infatti

20 — k1) _ ()

e osserviamo che, moltiplicando per la matrice Jgz(x*)) l'espressione del
metodo di Newton diventa

JF(X(k))Z(k) — —F(x(k))

da cui, risolvendo il sistema lineare che ha Jp(x*)) come matrice dei coeffi-
cienti e —F(x®) come vettore dei termini noti si puo ricavare il vettore z*)
e ottenere il vettore al passo k + 1:

XD (®) 4 ()

L’algoritmo, ad un generico passo k, puo essere cosi riassunto:
1. Calcolare la matrice JF(X(k)> e il vettore —F(X(k));
2. Risolvere il sistema lineare Jp(x*))z*) = — F(x(*);
3. Calcolare il vettore x*+1) = x(*) 4 z(*).
4. Valutare la convergenza: fissata una tolleranza ¢, se risulta
12®]| < e

allora x**1 & una buona approssimazione della soluzione, altrimenti si
ritorna al passo 1.

Occorre evidenziare subito come il punto 2. richieda un notevole costo com-
putazionale. Infatti se il sistema in questione viene risolto utilizzando la
fattorizzazione LU ad ogni passo si deve calcolare tale fattorizzazione e poi
procedere alla risoluzione di due sistemi triangolari. Per diminuire tale costo
si potrebbe procedere nel seguente modo. Anziche calcolare la matrice al
punto 1. ad ogni k si potrebbe calcolarla ogni m iterate, cosicche si calcol-
erebbe la fattorizzazione LU alla m—esima iterazione e ad ogni passo per
risolvere il sistema al punto 2. si risolverebbero solo i due sistemi triangolari.
L’algoritmo potrebbe essere riassunto nel seguente modo:
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D.
6.

. Se k = gm allora calcolare la matrice A = Jp(x*)) e la sua fattoriz-

zazione A = LU,

Calcolare il vettore —F (x));
Risolvere il sistema triagolare inferiore Lw*) = —F(x(*)):
Risolvere il sistema triagolare superiore U z(k) = w(k);

Calcolare il vettore x*+1) = x(*) 4 z(*).

Valutare la convergenza, come al punto 4. del metodo di Newton.

Questo metodo viene detto Metodo di Newton Modificato (o Congelato) e fa
parte della classe dei metodi cosiddetti quasi-Newton in quanto derivati da
tale metodo.



Capitolo 5

Metodi numerici per equazioni
differenziali ordinarie

5.1 Introduzione

Supponiamo che sia assegnato il seguente problema differenziale:

{ y'(t) = f(t,y(t)) (5.1)
y(to) = vo '
dove f : [tg,T] x R — R & una funzione continua rispetto a t e Lipschitziana
rispetto a y, cioe esiste una costante positiva L tale che, per ogni z,y € R,
risulta

[f(tx) = fty)| < Llz —yl, Vi€t T].
Il problema (5.1) prende il nome di problema di Cauchy del primo ordine
ai valori iniziali. Risolvere (5.1) significa determinare una funzione y(t) di
classe C'([to,T]) la cui derivata prima soddisfi '’equazione assegnata e che
passi per il punto (¢p, 7o). In base alle ipotesi fatte sulla funzione f(t,y(t)) il
teorema di Cauchy assicura l'esistenza e 'unicita di tale funzione.

Teorema 5.1.1 (di Cauchy) Sia f(t,y) : RxR — R, una funzione defini-
ta e continua per ogni (t,y) appartenente alla regione [to, T| X R, e sia inoltre
Lipschitziana rispetto a y allora per ogni condizione iniziale esiste un’unica
soluzione continua e differenziabile y(t) del problema (5.1).

L’equazione (5.1) dipende solo dalla derivata prima della soluzione, mentre
si possono avere anche problemi di ordine superiore del tipo:

Y™ () = Fty v,y ™).

51
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E tuttavia possibile ricondursi ad un sistema differenziale del primo ordine
con alcuni cambi di variabile, infatti, posto

(

y =Yy
v =y
{ Ys = y’
é/m = y(m_l)

\
si ottiene il sistema di equazioni differenziali ordinarie:

(

Y = Y2
Ys =Y
) ?Jé = Ya
Ym-1 = Ym
L v =YLy Ym)
da cui, ponendo
"0 1 - R R
0 0 1 Yo 0
A= , y=| |, f= :
. 0 0 1 Ym—1 0
0 0 0  Ym | f(ty) ]

si ricava il sistema in forma matriciale:
/
y = Ay +f.

Descriveremo nel seguito alcune classi di metodi per equazioni differenziali del
primo ordine, considerando sempre che tali metodi possono essere applicati
anche a sistemi. Tali metodi ovviamente non forniscono in forma chiusa l'e-
spressione della soluzione y(t) ma solo una sua approssimazione in un insieme
discreto di punti. Se siamo interessati alla funzione y(t) nell’intervallo [¢y, T
lo suddividiamo in N sottointervalli ciascuno di ampiezza h = (T — ty)/N e
definiamo i punti

tn:tn_1+h:t0+nh, nZO,...,N
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dove la soluzione verra approssimata.

Prima di studiare le principali classi di metodi numerici per equazioni dif-
ferenziali vediamo prima di descriverne alcuni piuttosto semplici. Partendo
dal problema di Cauchy

y(t) = f(t,y(t)) (5-2)
e supponendo di voler calcolare la funzione in ¢, 1 noto il suo valore in t,,
andiamo ad integrare membro a membro (5.2):

/t Tyt = / " p ()t (5.3)

Y(trs) — yl(t) = / RO (5.4)

quindi il problema equivale ad approssimare l'integrale a secondo membro.
Un primo modo ¢ quello di approssimare tale integrale con I'area del rettan-
golo avente come base l'intervallo [t,,t,.1] e come altezza il valore assunto
dalla funzione integranda in t,,, quindi

Y(tns1) — y(tn) = hf(tn, y(tn)) + Errore.

Trascurando il termine di errore si ottiene 'uguaglianza approssimata

Y(tnr1) — y(tn) = hf(tn, y(tn))

da cui, definendo le approssimazioni y,, ~ y(t,) € yn+1 =~ y(t,+1) si ottiene la
seguente uguaglianza tra quantita approssimate:

Yn+1 — Yn = hf(tna yn) = Yn+1 = Yn + hf@m yn)

Tale metodo va sotto il nome di Metodo di Eulero Esplicito in quanto con-
sente, noto v,, di calcolare esplicitamente ’approssimazione nel punto suc-
cessivo. In modo analogo si puo approssimare l'integrale in (5.3) prendendo
come punto di riferimento ¢, ottenendo quindi:

y(thrl) - y<tn) = hf<tn+17 y(tn+1))

che fornisce il cosiddetto Metodo di Eulero Implicito:

Yn+l = Yn T hf(tn+17 yn+1)-
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Un ulteriore formula per approssimare l'integrale in (5.3) & quello di usare
l'area del trapezio avente come basi il valore della funzione f(¢,y) calcolato
negli estremi dell’intervallo e come altezza lo stesso intervallo:

D F s (tnsn)) + F(t ()]

Y(tni1) — y(tn) = 9

che da luogo al cosiddetto Metodo dei Trapezi:

ﬁ Lf (tns1s Ynsa) + f(tn, Un)] -

Ynt1l = Yn + 9

I due metodi appena descritti sono di tipo implicito, cioe 1’approssimazione
ynt1 dipende dal valore assunto dalla funzione f(¢,y) nellincognita y, 1. In
questo caso ¢ spesso necessario risolvere un’equazione non lineare (o un siste-
ma di equazioni), cosa che, abbiamo visto, puo essere fatta numericamente.
Un ultimo metodo, applicabile all’intervallo [¢,,¢,2], consiste nell’approssi-
mare l'integrale a secondo membro nell’equazione

Y(tara) — yl(t) = / " p ()t

con I’area del rettangolo avente come base U'intervallo [t,,, 12| e come altezza
il valore assunto dalla funzione nel punto medio dello stesso intervallo:

Y(tns2) — y(tn) = 2hf (tasr, y(tns1))

che fornisce il Metodo del Midpoint:

Ynt2 = Yn + 2hf(tn+17 yn+1).

Vediamo ora qualche dettaglio sulle due principali classi di metodi per la
risoluzione numerica di equazioni differenziali:

1. i metodi multistep lineari

2. i metodi Runge-Kutta.
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5.2 I metodi multistep lineari

L’espressione generale di un metodo multistep lineare ¢ la seguente

k K
> yni; =0 Bifar; =0, (5.5)
=0 =0

dove foij = f(tntjsYns+s). 1l valore intero k indica il numero di passi del
metodo ed indica il numero di approssimazioni necessarie per poter calcolare
un valore y,. Infatti un metodo multistep lineare funziona in questo modo.
Inizialmente si suppone di conoscere le quantita yo, y1,...,yx_1 €, scrivendo
I'espressione (5.5), per n = 0 si ricava:

k k
Z%‘yj - hZ@‘fg‘ =0,
§=0 3=0

da cui e possibile ricavare (o esplicitamente o attraverso un metodo numeri-
co, come vedremo in seguito) 1'unica incognita y,. Una volta calcolata tale
approssimazione si scrive 'equazione (5.5), per n = 1:

! !
Zajijrl - hZﬁjfjH =0,
=0 =0

e si ricava 'unica incognita yx1 €, in questo modo, applicando ripetutamente
il metodo si calcolano tutte le approssimazioni fino all’ultima yy. Da quanto
detto tuttavia emergono due questioni aperte:

1. Inizialmente si conosce solo il valore y, mentre sono necessari anche i
valori ¥y, ..., Yk—1;

2. Se B # 0 e la funzione f(¢,y) ¢ non lineare rispetto a y allora ad ogni
passo non e possibile calcolare esplicitamente il valore vy, 1.

Vedremo in seguito come affrontare queste due problematiche. Adesso fac-
ciamo alcune considerazioni preliminari sulle condizioni da imporre ai coeffi-
cienti del metodo «; e f;.

Osservando che 'espressione di un metodo multistep lineari rimane inalter-
ata se viene moltiplicata per una costante non nulla allora per normalizzare
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i coefficienti si impone che sia aj = 1. Un altro vincolo sui coefficienti & che
sia

lao| + |Bol # O

in modo tale che siano certamente coinvolti nella formula y,, € y,.x. Il motivo
di tale scelta e quello di non considerare metodi del tipo
Ynt2 = Ynt1 — Nfpp1 =0
che e essenzialmente un metodo ad un passo e non a 2 passi ed e sostanzial-
mente indistingubile dal metodo ad un passo:
YUn+1 — Yn — hfn = 0.

Prima di vedere quali sono le altre condizioni che i coefficienti del metodo
devono soddisfare definiamo i due seguenti polinomi:

k
p(z) = Z ;2
=0

detto primo polinomio caratteristico del metodo, e

k
o(z) =Y 37
=0

detto secondo polinomio caratteristico del metodo.

Una prima classificazione tra i metodi multistep lineari ¢ quella in base al
valore assunto dal coefficiente (3. Infatti se in (5.5) G = 0 il metodo si
dice esplicito, altrimenti si dice implicito. Nel primo caso il metodo si puo
riscrivere come:

k-1 k-1
Yntk = h E B frtj — E O Yntjs
7=0 7=0

mettendo in evidenza che il valore y, . puo essere calcolato esplicitamente
utilizzando solo valori gia noti. Invece se G, # 0 e la funzione f(t,y) € non
lineare rispetto alla variabile y allora ad ogni passo il metodo puo essere
scritto come:

k-1 k-1
Yntk = WPk fosk + 1 Zﬁjfnﬂ - Z XjYn+js

j=0 j=0
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cosicche per poter calcolare ¥, € necessario risolvere I’equazione non lineare

Yntk = MBS Cntres Yntk) + Gk (5.6)

avendo posto
k—1 k—1
Gk =Y Bifusi = D Ajbnts:
5=0 5=0

che & una quantita nota. L’equazione (5.6) ¢ anche un’equazione di punto
fisso
r = ®(x)

dove
(b(l') = hﬁkf(tn—‘rk’a ZL‘) + Gn,k'

In questo caso ¢ naturale definire il metodo di iterazione funzionale:
[m+1] _ [m]
Yk = P <yn+k:)
prendendo come approssimazione iniziale il valore dell’approssimazione piu

vicina a quella incognita, cioe:

o _
ynJrk = Yn+k-1-

Il metodo iterativo e quindi

[0] _
Yntk = Yn+k—1

ik = BBf (tik yiih) + G
Affinche tale metodo converga deve essere
|®'(z)| < 1
in un opportuno intorno della soluzione. Calcolando la derivata prima della
funzione ®(x) si ha:
of

'(z) = Mk, (bt @)

quindi la condizione per la convergenza diviene:

1

i o)

of of
ay‘<1 = ’83/ <
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Tale condizione ¢ sicuramente verificata se risulta h|Gg|L < 1, con L uguale
alla costante di Lipschitz della funzione f(t,y), infatti per definizione

)<
dy
quindi

0

ol |52 < wimiz
Y
ed il metodo € convergente se
h|B|L < 1. (5.8)

Tale condizione non presenta eccessivi problemi per la gran parte delle equa-
zioni differenziali, se la (5.8) non ¢ rispettata ¢ sufficiente scegliere un valore
h piu piccolo, in modo tale che essa sia soddisfatta, e procedere. Un caso
particolare sono i cosiddetti problemi stiff in cui la costante L > 1 ed in
questo caso la (5.8) rappresenta una restrizione molto forte sul passo h.

Un ultimo aspetto da analizzare e il fatto che, per applicare il metodo al
primo passo (cioé quando n = 0) si devono conoscere le approssimazioni
Y1,Y2, .-, Yx—1 per poter calcolare y;. Un modo per ottenerle e quello di
applicare un metodo che richieda un numero di passi inferiore (per esempio
metodi ad un passo come Eulero esplicito o implicito) e di applicare il metodo
multistep solo quando si abbiano tutte le approssimazioni necessarie.

Le proprieta che devono soddisfare i coefficienti del metodo sono principal-
mente tre:

1. Consistenza

2. Zero Stabilita

3. Convergenza.

Vediamo ora di descrivere in maggior dettaglio tali proprieta.

Convergenza

Quando il passo di integrazione h tende a zero l'insieme di punti discreti
{t,} diventa l'intero intervallo [to, T]. Una proprieta ovvia da richiedere ad
un qualsiasi metodo numerico e che, quando h — 0 la soluzione numerica
Y, diventa la soluzione teorica y(t), t € [to,T]. Questa proprieta ¢ detta
Convergenza.
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Definizione 5.2.1 Un metodo numerico si dice convergente se, per ogni
problemi ai valori iniziali soddisfacente le ipotesi si ha:

lim y, = y(¢)
h—0
t=to+nh

per ogni t € [to, T]. Un metodo che non é convergente si dice divergente.

Tale definizione necessita di alcuni chiarimenti. Consideriamo infatti un pun-
to ¢ della discretizzazione (cioe tale che ¢t = ¢, = to+nh), un metodo conver-
gente deve essere tale che la soluzione numerica ¥, nel punto della discretiz-
zazione t = t,, tende a quella teorica y(t) quando h — 0. La definizione pun-
tualizza l’esigenza che, anche se h tende a zero (e quindi n — o), la quantita
nh si mantiene costante all’ampiezza dell’intervallo [ty,?]. Una definizione
alternativa di convergenza richiede che
fim max [y(tn) = | =0

quando il metodo numerico viene applicato ad un qualsiasi probema ai valori
iniziali che soddisfa le ipotesi del Teorema 5.1.1. Adesso l'obiettivo diven-
ta quello di stabilire quali sono le condizioni che consentano di stabilire la
convergenza del metodo. Un primo concetto ¢ quello di consistenza.

Consistenza

Sia z(t) € C*([to, T]) e definiamo il seguente operatore differenza lineare:

Lz(t);h] = [azz(t + jh) — B2/ (t + jh)].

J=0

Se calcoliamo tale operatore nella soluzione del problema di Cauchy assegnato
in un punto della discretizzazione t,, otteniamo un’espressione del residuo,
detto anche errore locale di troncamento:

k
Rpir = Z [y (tnts) — BBy (tars)] =
7=0

k
[y (tnyi) — WO f (tngs y(tnsj))] -
7=0
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Se le approssimazioni ¥,, coincidessero con la soluzione teorica allora il residuo
sarebbe nullo pertanto possiamo prendere tale quantita come possibile misura
della qualita dell’approssimazione fornita dal metodo. Una condizione ovvia
che il residuo deve soddisfare ¢ che

i Rvse =0

ma questo implicherebbe una condizione solo sui coefficienti o, pertanto si
preferisce la seguente definizione.

Definizione 5.2.2 Un metodo numerico si dice consistente (con il problema
differenziale) se

. Rn+k
1 =0 5.9
- h (5.9)
Per esplicitare le condizioni per la consistenza di un metodo cerchiamo un’e-
spressione alternativa del residuo. Sostituiamo infatti al posto di y(t,4;) e
di ¥/ (t,4;) gli sviluppi in serie di Taylor (ipotizzando ovviamente che y(t) sia
una funzione di classe C*([to, T1)):

Y(tny) =yltn +jh) = Z

V(tas) = y(ta+ ) =

Riscriviamo le due espansioni in serie in modo tale da uniformare gli indici
delle sommatorie e 'ordine delle derivate:

y(tn-i-j)
i=1
oo ]h z 1
(tnss) (1 —1)! (tn)

=1
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e andiamo a sostituire tali serie nell’espressione del residuo:
k

Ry = Z [y(tnts) — By (tars)] =

J=0

_ [aj (y(tn) 4 Z (j;!l)iy(z‘)(tn)> — hB; Z %y(”l)(tn)] =

j i=1

k 0
= y(ta) D+
5=0 i=1

k [e'e) k . =1
=y(t)Y o+ (ajz_! _ 5 (257_ 1>!)] By (2,).
7=0 i=1 =0

LJ

Ponendo

k k -,l' 'Z_l
_ _ o J_ 5]
CO_ZO‘” CZ_Z@%’! 53(2'—1)!)
7=0 7=0
si ha che il residuo R, ., ammette uno sviluppo asintotico del tipo:

Ropr = Coy(tn) + C1hy/ (t,) + Coh®y (tn) + Cshy" (t,) + . . ..

Da tale proprieta segue che il metodo multistep puo essere consistente solo
se i primi due coefficienti dello sviluppo, Cy e (', sono nulli, cioe:

k
CO :Z(Jéj =0
j=0

In termini di coefficienti dei polinomi caratteristici

k
Co = ZO‘]‘ =p(1) =0
=0
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Riassumendo abbiamo il seguente risultato:

Teorema 5.2.1 Un metodo multistep lineare avente p(z) e o(z) come primo
e secondo polinomi caratteristici, rispettivemente, € consistente se e solo se:

p(1) =0, p(1)—o(1) =0

Lo sviluppo in serie del residuo (o dell’errore locale di troncamente) induce
un’altra considerazione. Poiche esso puo essere considerato come una misura
dell’errore commesso e di solito il passo di integrazione h € una quantita rel-
ativamente piccola, possiamo ipotizzare che i metodi che forniscono risultati
pit accurati (a parita di passo) sono quelli il cui residuo dipende da potenze
di h di ordine piu grande. Tale considerazione puo essere formalizzata nella
seguente definizione.

Definizione 5.2.3 Un metodo multistep lineare si dice di ordine p se risulta
Co=Cy=---=C,=0¢eCyq #0. La costante C,y1 viene detta costante
dell’errore.

Se un metodo multistep ha ordine p allora
Rn+k = Cp+1h’p+1y(p+l) (tn> + Cp+2hp+2y(p+2) (tn> + ...

ovvero si scrive

Roiy = O(hPHY)

quindi dal punto di vista teorico i metodi che dovrebbero fornire un errore
piu piccolo sono quelli che hanno con ordine piu elevato.

Osserviamo che le condizioni per la consistenza di un metodo multistep li-
neare sono equivalenti alla richiesta che il metodo numerico abbia almeno
ordine p = 1.

Come esempio consideriamo la classe dei metodi ad un passo (k = 1):

Yn+1 + QoYn — M(B1fot1 + Bofn) = 0.

Le condizioni da imporre affinche un metodo abbia ordine p = 1 sono:

p(1)=0, (1) —o(1)=0. (5.10)

I due polinomi caratteristici di tali metodi sono:

p(z) =z + o, o(z) =Pz + o
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e, da (5.10), deve essere
p(z) =2z—1.
La condizione p/(1) = (1) ¢ equivalente a richiedere che sia

1 =51+ Bo.

Di solito si preferisce porre 3y = 6, cosicche 3; = 1 — 6, e i metodi possono
essere scritti nella forma:

Yn+1 — Yn = hefn + h(l - 0)fn+1'

I metodi appena scritti, che sono anche detti #—metodi sono metodi di ordine
almeno 1 e comprendono alcuni introdotti in precedenza. Infatti per § = 1
si ottiene il Metodo di Eulero Esplicito:

Ynt+1 = Yn + hfm

per 8 = 0 il Metodo di Eulero Implicito:

Ynt+1 = Yn + hfn-i-la

mentre per § = 1/2 il Metodo dei Trapezi:

h
Yn+1 — Yn = § [fn + fn-i—l]'

Cerchiamo ora di verificare se qualcuno di questi metodi ha ordine superiore
(cioe 2) verificando se qualche valore di ¢ annulla la costante Cy. Ricordiamo

che
1 Jt
Cy = Z (aj o 6]])
j=0
conag=—1,a;=1,6y=0e B =1—06. Si vede agevolmente che
1 1 1
Co==-—(1-0)=0—-—-=0 = 0=—,

2 2 2

quindi solo il metodo dei trapezi ha ordine 2 (in realta andrebbe verificato
che C3 # 0 come effettivemente risulta).

Esercizio 5.2.1 Determinare l’ordine del metodo del midpoint esplicito:

Yn4+2 — Yn — 2hfn+1 =0.
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Osserviamo innanzitutto che i due polinomi caratteristici del metodo sono:
pz) =2 =1,  o(z) =22,

ovvero

ﬁ[) =0, ﬂl =2, ﬂz =0

Per determinare 'ordine del metodo si devono calcolare le costanti C; dello
sviluppo in serie dell’errore locale di troncamento.

S
I
-
N
L
NS,
|
&
Y
N———

:(7—ﬁ1>+(20¢2—252):—2+2:()

a; B 4oy 4 1
(6 2>+<3 52) 373
Il metodo ha ordine 2 poiche Cy = C; = Cy = 0 ma C3 # 0.

Zero-stabilita

Abbiamo visto che la convergenza e un processo che avviene al limite, quan-
do h ~ 0, quindi puo essere interessante studiare la soluzione numerica y,
quando h = 0. Cosi facendo il metodo diventa

k
> s = 0. (5.11)
=0
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Tale equazione prende il nome di equazione alle differenze lineare a coeffici-
enti costanti e puo essere considerata come ’analogo discreto delle equazioni
differenziali a coeflicienti costanti. Per risolvere (5.11) si procede esattamente
come nel caso delle analoghe equazioni differenziali a coefficienti costanti, cioe
si cerca una soluzione di tipo esponenziale. In questo caso specifico si cerca
una soluzione del tipo

Yn = gn

con ¢ € C. Imponendo che tale y, sia soluzione di (5.11) segue

k k k
D iy =Y 0 =" a8 = "p(€).
j=0 j=0 Jj=0

Quindi y, = &" ¢ soluzione di (5.11) solo se £ ¢ uno zero del polinomio
p(z). Se questo ammette k radici distinte ognuna da luogo ad una soluzione
dell’equazione (5.11) pertanto, proprio in analogia con quanto accade nel caso
delle equazioni differenziali, dette &, ... & tali radici, la soluzione generale

della (5.11) e:
k

Yn = Z Cjé;‘l

j=1
dove le ¢; sono delle costanti che dipendono dalle condizioni iniziali imposte
su ¥y,. Nel caso in cui una delle radici £ abbia molteplicita doppia, cioe

p&) =p'(§) =0

allora si puo provare che y,, = n€™ ¢ soluzione di (5.11). Infatti:

k k k k
S agns = 3 ay(n 4 € — €0 [nzaje . zaﬂ-e] _
7=0 7=0 j=0 j=0

=" [np(&) - Z ajjéj] =¢n [np@) +€ Z ajje'*] =
= £" [np(€) + £p'(€)] = 0.

Esempio 5.2.1 (La Successione di Fibonacci) Un classico esempio di
equazione alle differenze e quella che definisce la successione di Fibonacci:

Yn+2 = Yn+1 + Yn, n=0,1,2,...



CAPITOLO 5. EQUAZIONI DIFFERENZIALI ORDINARIE 66

con wvalori imiziali yo = vy = 1. La successione in questione € soluzione
dell’equazione alle differenze

Yn+2 = Ynt1 — Yo = 0.

Definito il polinomio
2

p(z)=2"—2z—-1
1+V5
2

esso ammette come radici

§1.2

cosicche la soluzione vy, € uguale a

145\ 1—v5\
yn_01< +2\/_> +Cz< 2\/_> , n=0,1,2,...

dove c¢q e ¢y sono due costanti reali il cui valore dipende dalle condizioni
miziali yo e yy. Infatti imponendo che risulti

Yo :Cl+02:1

oo (5 ()

st trovano le espressioni delle due costanti:

_1+V5 V5 -1

C1 =

_— Co = .
25 SEW

Consideriamo ora che, posto h = 0, € come se v, fosse la soluzione numerica
del problema di Cauchy

y(t)=0, ylt) =wo

che ammette come soluzione y(t) = yo per t > ty. Poiche la soluzione teor-
ica e limitata e naturale richiedere che anche la soluzione numerica lo sia.
In base al discorso fatto sulle radici del polinomio p(z) valgono le seguenti
considerazioni:

1. 1l valore z = 1 & radice del polinomio p(z);
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2. Se tutte le radici &; di p(z) sono distinte e tali che

allora la soluzione numerica y, si mantiene limitata (come quella teori-
ca). Tale situazione resta invariata se p(z) ha una radice multipla &; di
modulo minore di 1, infatti in questo caso n&; ¢ soluzione dell’equazione
alle differenza 5.11 ma
) n
a4 =0

3. Se invece p(z) ha una radice §; di modulo maggiore di 1 oppure di
modulo 1 ma di molteplicita maggiore di 1 allora la soluzione ¥, non
puo mantenersi limitata.

Riassumiamo quanto appena detto nella seguente definizione.

Definizione 5.2.4 Un polinomio p(z), di grado k, soddisfa il Criterio delle
radici se le sue radici &y, ..., & sono tali che

e ogni radice di modulo 1 ¢ semplice.

Se il primo polinomio caratteristico p(z) associato ad un metodo multistep
lineare soddisfa il criterio delle radici allora il metodo numerico si dice Zero-
stabile, intendendo in questo modo che la soluzione numerica di una parti-
colare equazione differenziale che ammette soluzione teorica limitata ¢ a sua
volta limitata. Le condizioni di Consistenza e Zero-stabilita di un metodo
multistep lineare possono essere utilizzate per dimostrare il seguente risultato
che enunciamo senza dimostrare.

Teorema 5.2.2 Un metodo multistep lineare é convergente se e solo se é
consistente e zero-stabile.

Avendo gia fatto alcune considerazioni su consistenza e zero-stabilita possi-
amo enunciare il precedente risultato in modo equivalente:

Teorema 5.2.3 Un metodo multistep lineare (5.5) é convergente se e solo
se:
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2. p/(1) —o(1) =0;
3. il polinomio p(z) soddisfa la condizione delle radici.

Concludiamo questo paragrafo sui metodi multistep lineari descrivendo in
breve le classi di metodi piu utilizzate.

5.2.1 Alcune classi di metodi multistep lineari

La classe piu famosa di metodi multistep sono i Metodi di Adams, che hanno
come primo polinomio caratteristico:

p(z) = 2F — 21
Tale polinomio soddisfa ovviamente il criterio delle radici perche i suoi zeri
sono z = 1 (radice semplice) e z = 0 (radice di molteplicita & — 1). Un
metodo di Adams ha la forma:

k
Yntk = Yntk-1 — hZﬁjmej =0. (5.12)

J=0

I metodi di Adams espliciti (5x = 0) sono noti come Metodi di Adams-
Bashforth, mentre quelli impliciti sono detti Metodi di Adams-Moulton. Il
metodo di Adams-Bashforth ad un passo coincide con il metodo di Eulero
Esplicito, mentre il metodo di Adams-Moulton ad un passo e il metodo dei
Trapezi. I metodi di Adams sono tra i pitt antichi (erano noti gia nel dician-
novesimo secolo) eppure continuano ad essere utilizzati anche negli algoritmi
pit moderni.

Una seconda classe di metodi ¢ definita dal primo polinomio caratteristico:

p(z) = 2F — A2

Anche questi metodi sono zero-stabili perche il polinomio p(z) ha come radici
z = %1 (radici semplici) e z = 0 (radice di molteplicita k£ — 2). I metodi
espliciti di questa classe sono i Metodi di Nystrom, quelli impliciti sono detti
Metodi di Milne-Simpson Generalizzati. Un esempio di metodo di Nystrom
¢ il Metodo del Midpoint Esplicito, mentre tra i metodi di Milne-Simpson
Generalizzati, possiamo citare il Metodo di Simpson:

h
3

Yn+2 — Yn — (fn+2 =+ 4fn+1 =+ fn) =0.
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Un’ultima classe di metodi multistep che vale la pena di citare sono le cosid-
dette Backward Differentiation Formulae (BDF in breve), che sono metodi
impliciti definiti dal secondo polinomio caratteristico:

o(2) = B2~
Per k = 1 il metodo appartenente a questa classe e il metodo di Eulero
Implicito, per £k = 2 abbiamo il seguente metodo che non ha un nome
particolare:
4 1 2
Ynt2 = 3Ynt1+ 3Yn — ghfn+2 =0,

mentre per k£ = 3 abbiamo:

18 9 2 6
Yn+s = Ty¥n+2 T gYnrt — 7% T g Jo3 =0

Esercizio 5.2.2 Verificare la convergenza del sequente metodo multistep lin-
eare:

1 1 3

h
Ynt3 + Zyn+2 — éyn+1 — Zyn 3 (19 fri2 +5fn] = 0.

Dall’espressione del metodo si verifica agevolmente che si tratta di un metodo
a 3 passi, cioe k = 3. Scriviamo 1 due polinomi caratteristici:
1 1 3 19 5

— B34 -2_-,_ % - _",2, =
p(z) ==z tEgE o(z) g7 +8.

Ricordiamo che le condizioni per la convergenza di un metodo numerico sono
tre:

1. p(1) =0;
2. p(1) — o(1) = 0;
3. il polinomio p(z) deve soddisfare il criterio delle radici.

Calcoliamo la derivata del polinomio p(z):

1 1
/ — 3 2 PV
p(z) =32+ 577 5
e vediamo se le prime due condizioni sono verificate:
11 3
H=14-—-—=-—- =0
1 19 5
pP(l)—c(l)=3+-—=-—— — = =0
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Il polinomio p(z) soddisfa il criterio delle radici se tutti i suoi zeri sono in
modulo minori o uguali a 1 e le radici di modulo 1 sono semplici. Dobbiamo
determinare le radici di p(z) considerando che z =1 ¢ tra queste. Applicando
una regola per la fattorizzazione dei polinomi (Regola di Ruffini o principio
di identita dei polinomi) si ottiene la scomposizione del polinomio:

p) = (2= Do) = (= 1) (24 54 3).

Le radici del polinomio pi(z) sono:

—5+25—-48 —5+1/23
< = .

§i2= 3

Calcoliamo il modulo di tali radici:

2l =\ o+ oo =[5 <1
27 Ves Tea Vea o

Poiche il polinomio p(z) soddisfa il criterio delle radici possiamo concludere
che il metodo multistep € convergente.

Esercizio 5.2.3 Trovare ['ordine e la costante dell’errore del metodo multi-
step lineare definito nel precedente esercizio.

Un metodo multistep ha ordine p se le costanti C; dello sviluppo in serie del-
’errore locale di troncamento sono nulle peri =0,1,...,p, mentre Cpq # 0.
Il valore Cpy1 € la costante dell’errore.

Ricordiamo che le costanti hanno espressione:

k k 3 fi—1
_ _ J J
7=0 7=0
e che 1 coefficienti a; e 3; del metodo in questione sono:
a0:—3/4, a1:—1/2, 06221/4, Oégzl
50 - 5/87 51 = 07 52 = 19/47 53 = 0.

Ricordiamo inoltre che, avendo dimostrato che il metodo e convergente sappi-
amo gia che i coefficienti Cy e Cy sono nulli, altrimenti tali anche condizion:
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andrebbero dimostrate. Calcoliamo il valore delle costanti iniziando da Cy:
)

3
C =Y (aﬂz—! —jﬂj) = (5-5)+ (% - 262) - (% - 353)

AR SRS WS S CA WY C NS WS U S C B
o\ 4 2 4 2 4002 4 2 7

[ b Bay 4 27a3 903

_(€_7>+(7_7>+( 6 _7>
1 1 19 9

Z(—E—O)+(§—z>+<§—0>

1 1 19 9 —1+4-57+54

12+3 4+2 12 0

B ﬂ_& N 160@_8_@ n 81043_2753
- \24 6 24 6 24 6

(e (25

1 27 -1 3 17
48 8 48 8 48

Il metodo ha ordine p = 3 e la costante dell’errore vale Cy = 17/48.

Esercizio 5.2.4 Caratterizzare l'ordine di convergenza dei metodi apparte-
nenti alla classe di metodi multistep lineari:

Ynt2 — Yn — R [Bofrya + Bifus1 + Boful = 0.



CAPITOLO 5. EQUAZIONI DIFFERENZIALI ORDINARIE 72

I metodi di questa classe hanno come polinomi caratteristici:

p(z)=2"=1,  o(z) =3+ bz +

mentre
p(z) =2z.

Osserviamo innanzitutto che il polinomio p(z) soddisfa la condizione delle
radici e inoltre p(1) = 0. Imponiamo ora che sia p'(1) —o(1) =0

P(1)=c(l)=2=F= B —Bo=0 = [ot+fi+0=2
Ponendo By =0 e 31 = 0 risulta
fo=2—60-9

e ottentamo una classe di metodi convergenti a due passi dipendenti da due
parametri:

Yn+2 — Yn — h [(2 —0— 5)fn+2 + 5fn+1 + e.fn] = 0.
Cerchiamo ordine di convergenza di tali metodi. I parametri sono:

040:—1, @120, 042:1

La costante Cy é:
- i a 4oy
Co = ]ZO <O‘j§ —Jﬁj> = (7 - 51) + (T - 252)
=—0+2-22-0—-0)=0+2—-44+20+20=20—-6—2.
La costante Cy é nulla se
20-0—-2=0 = 0=2-20.
I parametri:

CYOZ—L Oq:O, &2:1

Bo =0, b1 =2— 20, Bo=2—-60—-24+20=4.
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definiscono la classe di metodi ad un parametro:

Yn+2 — Yn — h [gfn+2 + 2(1 - e)fn—i-l + an] = 0

che hanno ordine almeno 2. Vediamo se ¢’¢ un metodo che ha ordine 3:

2 3 > N A
o -5 oh05)-(3-2) (3%

=0
4 1
=0—-1+-—-0=0+-.
* 3 * 3
Quindi C3 =0 se 0 = 1/3. 1l metodo definito da:
1 4 1
Ynt2 —Yn — I {g + gfn+1 + gfn} =0,

¢ il metodo di Simpson. Calcoliamo la costante Cy:

2 .4 .3
J j o f 160y 883
o =3 (oq ) = (5i-5) + (5 %)

Calcoliamo la costante Cl:

2 j5 j4
o - of-4)

=0

. (03] Bl 4 320[2 16ﬁ2 - 1 i 4 2 o 1
S \120 24 120 24 ) 18 15 9 90’

Il metodo ha ordine 4 e costante dell’errore pari a —1/90.

5.3 I metodi Runge-Kutta

I metodi appartenenti a questa classe sono metodi ad un passo, cioe con-
sentono di calcolare I’approssimazione v, 11 solo in funzione dell’approssima-
zione precedente y,. Considerando (5.4) possiamo scrivere

Y(tnt1) —y(tn) = /tthr f(t,y(t))dt.
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Posto t = t,, + he:

MMH>=ym»+¢Afwﬁm@mm+m»w=

=y(t,) +h Z bif(tn + hei, y(tn + hey)) +" errore”

i=1

e, per ogni fissato ¢ compreso tra 1 ed s:

tn+hc;
Yt + hes) =ym»+l“ £t y()dt =
=y(t,) + R / f(tn + he,y(t, + he))de =
0

=y(t,) + h Z aij f(tn + hej,y(tn + hey)) +" Errore”.

Jj=1

Posto Y; = y(t, + hc;) e trascurando i termini di errore possiamo dedurre il
seguente schema:

Yni1 = Yo+ DD bif(tn + hei Vi) (5.13)

=1

Yi = ya+hd ayfltatheY)), i=1...s (5.14)

=1

detto metodo Runge-Kutta a s-stadi.

Osserviamo che in generale il valore Y; dipende dai valori Yi,...,Y}, ed in
particolare da Y; stesso, quindi (5.14) rappresenta in realta un sistema, in
generale non lineare, nelle incognite Y7, ..., Y. Per questo motivo il metodo
descritto da (5.13)-(5.14) viene detto implicito.

Se invece le relazioni (5.14) sono sostituite da

i = (5.15)
i—1

Y; == yn—i-hZan(tn—i—th,Y) ’i:2,...,5 (516)

J=1
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la dipendenza di Y; da se stesso viene a mancare e tali valori possono essere
calcolati esplicitamente in modo progressivo da Y; a Y,. Per questo motivo
il metodo Runge-Kutta viene detto esplicito.
Nella maggior parte dei testi i metodi Runge-Kutta vengono riportati in una
forma diversa dalla (5.13)-(5.14) ma facilmente deducibile da questa. Infatti,
posto

Ki = f(ty, + he;, Y5)

abbiamo ) )
Ynt1 = Yn + I Z b K;
i=1
Ki = f (tn + hCi,yn + hz CLinj) s
\ J=1

che ¢ la forma classica dei metodi Runge-Kutta. Normalmente questi metodi
vengono rappresentati utilizzando il cosiddetto array di Butcher:

G| aml a2 ... Qs
Co | G21 Q22 ... Q2
Cs Ags1 Ag2 e Ags
by by ... b,
0, in forma piu compatta
cl| A
bT

E bene osservare che nel caso dei metodi impliciti la matrice A ¢ una matrice
piena, mentre se il metodo e esplicito allora A € una matrice strettamente
triangolare inferiore.

5.3.1 Convergenza dei Metodi Runge-Kutta

Anche per i metodi Runge-Kutta vale il Teorema 5.2.2 quindi per studiare
la convergenza si devono studiare le proprieta di consistenza e zero-stabilita.
Per quest’ultima il risultato ¢ piuttosto banale perche il primo polinomio
caratteristico di tutti i metodi Runge-Kutta é:

plz) =z—1
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che soddisfa il criterio delle radici. Per trovare le condizioni per la consistenza
definiamo l'errore locale di troncamento:

Ruir = y(ta+h) —y(tn) =Y bif(ta+ hei, Vi)
=1

dove )
Y; = y(tn) + hzaz]f(tn + th, Y)7
j=1

Calcoliamo il seguente limite

i Dnth iy | YU ) —y(
h—0 h h—0 h

i=1

S

= y/(tn) — [t y(tn)) Zbi-

=1

Nell'ipotesi che y(t) sia souzione del problema di Cauchy assegnato allora il
limite appena calcolato ¢ zero se

S

i=1
Tale condizione coincide con la condizione di covergenza dei metodi Runge-

Kutta.

5.3.2 Alcuni esempi di Metodi Runge-Kutta

Tra i metodi Runge-Kutta pilt noti possiamo citare il Metodo di Heun:

0
1/3 1/3
2/3 0 2/3

| 1/4 0 3/4

in cul

h
Ynt+1l = Yn + Z[Kl + 3K3};
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il Metodo di Kutta:

0
1/2 1/2
1 ~1 2

| 1/6 2/3 1/6
n cui b
Yn+1 = Un + E[Kl + 4K2 + K3];

e il cosiddetto Metodo Runge-Kutta classico:

0

1/2 1/2

1/2 0 1/2

1 0 0 0 1
1/6 1/3 1/3 1/6

in cui .
Ynt+1 = Yn + E[Kl + 2K5 4+ 2K5 + K4]
Consideriamo ora il seguente array:

1/2 | 1/2
1

7

(5.17)

Anche in questo caso abbiamo un metodo ad uno stadio con coefficienti:

61:1/2, 61:1, CL11:1/2,

quindi
Ynt1 = Yn + 1 K1 =y, + WK,

dove

Ky = f(tn + c1h,yn + ha11 K1) = f (tn + h/2,yn + h/2K7) .

Da (5.18) segue che
Kl _ yn+1h_ Yn
quindi sostituendo nel secondo membro di (5.19) si ha:

(5.18)

(5.19)

Kl = f (tn + h/2> Yn + 1/2<yn+1 - yn)) = f (tn + h/27 %(ynJrl + yn))
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ed ottenendo 'espressione finale del metodo:

1

che viene detto Metodo del Midpoint Implicito. Nella classe dei metodi
Runge-Kutta ricadono metodi multistep lineari ad un passo. Il seguente
array di un metodo a due stadi

0 0 0
1 1/2 1/2 (5.20)
| 1/2 1/2
fornisce la formula "
Ynt1 = Yn + 5 (K + K5 (5.21)
dove
Kl = f (t’myn)

Ky = [ (tu+h oy + h/2[K1 + K2]) .
Da (5.21) segue che:

2(yn+1 - yn)

K+ Ky = N

quindi
K2 = f (tn-i-lv Yn + (yn-‘rl - yn)) = f(tn-i-lvyn-i-l)'
ottenendo 'espressione del Metodo dei Trapezi.

Esercizio 5.3.1 Scrivere le formule esplicite del metodo Runge-Kutta defini-
to dal sequente tableau di Butcher:

0
1/3 1/3
2/3 0 2/3
| 1/4 0 3/4
I parametri del metodo sono:
0 1/4 0O 0 O
c=1|1/3 1|, b= 0 1, A=11/3 0 0
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In questo caso si tratta di un metodo a 3 stadi (cioé s = 3). Ricordiamo ora
che le formule esplicite di un metodo Runge-Kutta sono:

(

Ynil = Yn T N Z biK;

=1

K,=f (tn+hci7yn+zainj>, 1=1,...,s.
\

j=1
In questo caso poicheé s = 3:

Ynt1 = Yn + h [D1 K1 + b Ko + b3 K]

K; = f(ty + hei, yn + R lan K + ainKs + a3 K3)) 1=1,2,3.

Sostituendo i valori di c,b e A si hanno le sequenti formule:

(

1 3
Ynt1 = Yn + h [ZKI + ZK3:|

Kl = f (tnayn)

h h
K2:f(tn+§;yn+§Kl>a

2 2
KS = f (tn + ghayn + §hK2> .

\

1l metodo e di tipo esplicito.

Esercizio 5.3.2 Scrivere il tableau di Butcher del sequente metodo Runge-
Kutta:

( h 2 h
n = Yn - =h —-K
Yn+1 y+61(1+31<2+6 3

Kl = f (tnayn)

h h
KQ :f (tn+§7yn+§Kl>a

\ K3:f<tn+h,yn—hK1+2hK2)
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Anche questo metodo ha 3 stadi, cioé s = 3. Scrivendo le formule esplicite
per un metodo di questo tipo:

( Y1 = Yo+ N (b1 K + bo Ky + b3 K3
Ky = f(tn + her, yn + han Ky + a12 Ko + a13K3))

Ko = f (tn + hea, yn + b lann Ky + a2 K + as Ks))

| K3 = f(tn + hes, yn + hasi Ky + aso Ko + assKs))

st identificano in modo molto agevole i parametri del metodo:

0 1/6 0 00
c=|1/2|, b=1]2/3|, A=|[1/20 0
1 1/6 ~1 20

avendo cosi il sequente tableau:

0
1/2 1/2
1 ~1 2

| 1/6 2/3 1/6

Esercizio 5.3.3 Scrivere le formule esplicite del metodo Runge-Kutta defini-
to dal sequente tableau di Butcher:

smallskip
3—+3 1 3—-2V3
6 4 12
3+v3|3+2/3 1
6 12 4
1 1
2 2
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In questo caso il numero di stadi s e uguale a 2. I parametri sono i sequenti:

3—3 1 1 3-2V3
6 2 4 12
c= , b= , A=
3+3 1 3+2v3 1
6 2 12 4

Sostituendo nelle formule generali

Ynt1 = Yn + I [b1 K7 + by K]
Ki = f(tn + her, yn + hjan Ky + a12K5))

Ky = f(tn + heo, yn + hjan Ky + ankKs)),

1 valori di talt parametri otteniamo:

(

h
Yn+1 = Un + 5 (K + K

33 'K, 3-2V3_ ]
Kl_f<tn+ 5 h,yn + R I+TKQ )
3+/3 [349V3 K, ]
K 6 B 1

5.4 Assoluta stabilita

Nello studio della convergenza dei metodi numerici per equazioni differenziali
si studia il problema del comportamento della soluzione numerica quando
h — 0. Talvolta si puo essere maggiormente interessati al suo comportamen-
to quando l’equazione e integrata per t — oco. Come gia visto nello studio
della zero-stabilita, spesso risulta utile valutare il comportamento del meto-
do numerico quando viene applicato ad particolare problema test, pertanto
introduciamo il problema di Cauchy

{ zgé))’ - fy(t) AR, (5.22)
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e valutiamo la differenza tra la soluzione numerica e quella teorica che, come
noto, e:
Y
y(t) = e™.

Applicando il metodo di Eulero Esplicito all’equazione (5.22) si ottiene
Yn+1 = Yn + hf(tna yn) = Yn + DAy, = (1 + h)\)yn - (1 + h)‘)n—H-

Se A < 0 allora quando t tende ad infinito la soluzione y(t) tende a zero,
quindi anche la soluzione numerica dovrebbe tendere a zero, tuttavia

lim y, =0 & 1+ RN <1
n—-+0o00
cioe se
—-1<1+hrA<1 & —2<hA<0
e quindi h < 2/|\|. Tale condizione esprime la necessita che, fissato h,, la
soluzione numerica abbia lo stesso comportamento della soluzione teorica
quando t,, tende ad infinito. La proprieta soddisfatta dal metodo in questo
caso viene detta Assoluta stabilita.
Lo studio dell’assoluta stabilita di un metodo numerico avviene consideran-
do il comportamento del metodo rispetto all’equazione test (5.22) in cui il
valore A € C, e studiando le zone del piano complesso in cui i valori z = hA
riproducono perfettamente il comportamento asintotico della soluzione teor-
ica. Abbiamo gia visto che nel caso del metodo di Eulero Esplicito, posto
z = hA allora risulta
1+2 <1

cioe z deve appartenere la cerchio avente centro in z = —1 e raggio 1.
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Im(z)

La regione evidenziata nella precedente figura viene detta appunto Regione
di assoluta stabilita perche evidenzia i valori della variabile complessa z = hA
per cui la soluzione numerica tende a zero esattamente come quella teorica.
Applicando il metodo di Eulero Implicito all’equazione (5.22) si ottiene

Yn+1l = Yn + hf(tn+17 yn+1) =Yn + h)‘yn—H

y 1 n+1
I (1—h>\> '

La soluzione numerica tende a zero se

b
11— 7

quindi

1 & 11— hA| > 1.

Posto z = h\ deve essere
11—z >1

che rappresenta la regione del piano complesso che si trova esternamente alla
circonferenza avente centro in z = 1 e raggio 1, e che e evidenziata nella
seguente figura.
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Applicando il metodo dei Trapezi all’equazione test si ottiene invece

P ) + Fltsrs vns)] = U+ S\ + ]

Ynt1l = Yn + 9 9

quindi
_1+h)/2
Yt =T 20

La soluzione numerica tende a zero se

1+ hA/2|

— <1 14+ hA/2 1 —hA/2|.
T <L e em2<ii-n

Posto z = h\ deve essere

1+ 2/2 < 1 —2/2|

84

che e verificata solo se la parte reale di z e strettamente minore di 0. La
regione di assoluta stabilita del metodo dei Trapezi e la regione del piano
complesso avente parte reale negativa come evidenziato nella seguente figura.
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Re(2)
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SRXRARLLRIAXLXRRILK XRRARLXRAAL
SERRERLIRLKERLELKRLRLR SRR
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Capitolo 6

Esercitazioni MatLab

6.1 Esercitazioni MatLab

Nei successivi paragrafi riportiamo alcuni codici MatLab delle esercitazioni
numeriche svolte nell’ambito del corso.

6.1.1 Minimi Quadrati

In questo paragrafo riportiamo la codifica MatLab dell’algoritmo che serve
per risolvere il problema dell’approssimazione polinomiale ai minimi quadrati.
La seguente routine riceve in input i due vettori contenenti rispettivamente
le ascisse e le ordinate dei dati del problema ed il grado m del polinomio
approssimante che si vuole ottenere. In output vengono forniti il vettore a,
di dimensione m + 1, dei coefficienti di tale polinomio in ordine descrescente,
cioe a(1) e il coefficiente della potenza piu elevata, cioe ™, ed il valore del
cosiddetto residuo, cioe il valore del minimo calcolato (si veda (2.8)).

function [a,r] = LeastSquares(x,y,m)

b

% Funzione per il calcolo dell’approssimazione
% polinomiale ai minimi quadrati

% [a,r] = LeastSquares(x,y,m)

T

% x = vettore colonna delle n+1 ascisse
% y = vettore colonna delle n+l1 misure
% m = grado dell’approssimazione

86
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T

% a = vettore dei coefficienti del polinomio soluzione
% r = residuo calcolato

b

n = length(x);
a = zeros(m+1,1);
B = ones(n,m+1);

b
% Assegnazione della matrice B
yA
for j=2:m
B(:,j) = B(:,j-1) .*x;
end
b
% Calcolo della fattorizzazione QR di B
yA
Q,R] = qr(B);
b
% Calcolo del vettore c
yA
c = Q’*y;
b
% Calcolo del vettore c2
b
c2 = c(m+2:n);
yA
% Calcolo del vettore a
b

a(m+1) = c(m+1)/R(m+1,m+1);
for i=m:-1:1
a(i) = (c(i)-R(i,i+1:m+1)*a(i+1,m+1))/R(i,i);
end
a = flipud(a);
yA
% Calcolo del residuo
yA
r=norm(c2,2);
return

87
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Figura 6.1: Approssimazione lineare ai minimi quadrati

Esempio 6.1.1 Supponiamo di voler calcolare i polinomi che approssima ai
minimi quadrati i punti (—1,—1), (0,1), (1,-1), (3,2) e (5,6). Nella Figure
6.1, 6.2 e 6.3 sono tracciati rispettivamente i polinomsi di approssimazione ai
manimi quadrati di grado rispettivamente 1, 2 e 3 mentre i piccoli cerchi > o’
indicano 1 punti che intendiamo approssimare. E'facile osservare come tali
polinomi mon passano, di solito, per i punti del problema.

6.1.2 Metodi per equazioni differenziali

In questo paragrafo riportiamo invece i codici MatLab per la risoluzione
approssimata di sistemi di equazioni differenziali utilizzando alcuni metodi,
sia espliciti che impliciti, descritti nel capitolo precedente. Il primo e quello
che utilizza il metodo di Eulero esplicito. I parametri di input sono:

e f: Funzione che definisce il problema di Cauchy;

e t0: Estremo sinistro dell’intervallo di integrazione;
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6L 4
5L 4
4+ 4
3k 4

> 2+ -
1ir 4
of 4
-1+ o o E
ok 4
-3 L L L L L L L
-2 -1 0 1 2 3 4 5 6

Figura 6.2: Approssimazione polinomiale di secondo grado ai minimi
quadrati

Figura 6.3: Approssimazione polinomiale di terzo grado ai minimi quadrati
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e T: Estremo destro dell’intervallo di integrazione;
e y0: Condizione iniziale del problema di Cauchy;

e N: Numero di sottointervalli in cul e stato suddiviso lintervallo di
integrazione.

In uscita la routine produce il vettore tn degli istanti in cui e stata approssi-
mata la soluzione e la variabile yn, che contiene le approssimazioni della
soluzione y(t) nei punti ¢,,. Poiche il codice qui riportato va bene anche per
sistemi differenziali, la variabile yn ¢ una matrice avente come numero di
righe la dimensione del sistema differenziale e come numero di colonne il nu-
mero di istanti di tempo in cui e stata approssimata la soluzione. La prima
colonna di yn coincide con il vettore colonna yO0.

function [tn,yn]=eulero_esp(f,t0,T,y0,N)

b

% [tn,yn]=eulero_esp(f,t0,T,y0,N)

b

% Calcola 1’approssimazione della soluzione del

% problema di Cauchy con il metodo di Eulero Esplicito
T

% f = funzione che definisce il problema di Cauchy
% t0 = istante iniziale di tempo

%» T = istante finale di tempo

% yO = condizione iniziale

% N = numero di sottointervalli

b

tn = linspace(t0,T,N+1);
h = (T-t0)/N;

yn(:,1) = yO0;

for n = 2:N+1

yn(:,n) = yn(:,n-1)+h*feval(f,tn(n-1),yn(:,n-1));
end
return

Come abbiamo detto in precedenza i codici che stiamo descrivendo vanno
bene anche per sistemi differenziali. Nel caso di metodi impliciti abbiamo
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visto che e necessario utilizzare un metodo di iterazione tipo approssimazioni
successive per calcolare la soluzione y,,1. Il seguente codice applica tale
metodo esattamente come descritto in (5.7) in cui:

e f: Funzione che definisce il problema di Cauchy;

e t: Istante di tempo in cui si approssima la soluzione, cioe ¢, x;

y0: Approssimazione iniziale, cioe 4, x_1;

h: Passo di integrazione h;

betak: Coefficiente 3 del metodo utilizzato;
e g: Termine noto del metodo, cioe G, .

Il metodo fissa un numero massimo di iterazioni pari a 100 per raggiungere
la condizione di convergenza che é:

[m] [m—1

lym, =y < 1071,

Se il numero di iterazioni supera il valore 100 viene segnalata la mancata
convergenza attraverso un messaggio di errore.

function yl=fixedpoint(f,t,y0,h,betak,g)

b

% yl=fixedpoint(f,t,y0,h,betak,g)

T

% Calcola 1’approssimazione al passo n+l con
% il metodo delle approssimazioni successive
b

%» £ = funzione che definisce il problema di Cauchy
% t = istante di tempo

% h = passo di integrazione

% betak = coefficiente del metodo multistep
% yO = approssimazione al passo precedente

%» g = termine noto del sistema non lineare

epsilon = 1le-10;
yl = zeros(size(y0));
for k = 1:100
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yl = hxbetak*feval(f,t,y0)+g;
err = norm(yl-y0,’inf’);
if err <= epsilon

return
else

yo = yi;
end

end
error (’Mancata convergenza’)

La routine fixedpoint viene utilizzata nei due seguenti codici che imple-
mentano i metodi impliciti di Eulero Implicito e dei Trapezi. Cio che cambia
sono solo i parametri del metodo di iterazione funzionale. Infatti nel caso di
Eulero Implicito il metodo diviene:

[0] _
yn+ 1 = UYn

yl:iirl] - hf(tn+17 y}:—ﬂl) + Yn.-

e risulta
6]6 = 1; Gn,k = Un-

[ parametri di ingresso (e uscita) della routine sono gli stessi visti nel metodo
di Eulero Esplicito. E bene osservare che nel codice I'indice n viene shiftato
di uno in avanti poiche, come noto, la numerazione dei vettori, in MatLab,
inizia dall’indice 1.

function [tn,yn]=eulero_imp(f,t0,T,y0,N)

b

% [tn,yn]l=eulero_ imp(f,t0,T,y0,N)

b

% Calcola 1’approssimazione della soluzione del

% problema di Cauchy con il metodo di Eulero Implicito
b

%» f = funzione che definisce il problema di Cauchy
% t0 = istante iniziale di tempo

%» T = istante finale di tempo

% yO = condizione iniziale

%» N = numero di sottointervalli
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o

tn = linspace(t0,T,N+1);
h = (T-t0)/N;

yn(:,1) = yO0;

for n = 2:N+1

yn(:,n) = fixedpoint(f,tn(n),yn(:,n-1),h,1,yn(:,n-1));
end
return

Il metodo dei Trapezi e descritto dalla formula

Q f(tn—I—la yn—i—l) + f(tn7 yn)] :

In questo caso il metodo di iterazione funzionale diviene:

(0]

yn+1 = Un
m h m h
y7[1+J1r1} = §f<tn+1ayr[b+}1) + Yn + §f<tmyn)
e risulta
Be=t Gk =yt L f )
k—27 nk — YUn 9 n>Yn)-
function [tn,yn]=trapezi(f,t0,T,y0,N)
yA
% [tn,yn]l=trapezi(f,t0,T,y0,N)
yA

% Calcola 1’approssimazione della soluzione del

% problema di Cauchy con il metodo dei Trapezi

b

%» £ = funzione che definisce il problema di Cauchy
% t0 = istante iniziale di tempo

%» T = istante finale di tempo

% yO = condizione iniziale

%» N = numero di sottointervalli

tn = linspace(t0,T,N+1);
h = (T-t0)/N;
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yn(:,1) = yO0;
for n = 2:N+1
g = yn(:,n-1) + h/2 * feval(f,tn(n-1),yn(:,n-1));
yn(:,n) = fixedpoint(f,tn(n),yn(:,n-1),h,0.5,g);
end
return

Come esempio di applicazione di tali routine abbiamo considerato il seguente
sistema differenziale del secondo ordine:

#'(t) = ax(t) + Bx(t)y(?)

y'(t) =y(t) +ox(t)y(t)

dove o =2, v = —1, = —0.001 e 6 = 0.001, e condizioni iniziali (0) = 15
e y(0) = 22. 1l seguente ¢ il codice MatLab che definisce tale funzione.
Osserviamo che sia il vettore y in ingresso che quello di uscita y1 hanno le
medesime dimensioni.

function y1=f(t,y)

y1 = zeros(size(y));

y1(1) = 2xy(1)-0.001*y (1) *y(2);
y1(2) = -y(2)+0.001xy (1) *y(2);
return

Per integrare il sistema nell’intervallo [0,20], prendendo N = 1000, e ap-
plicando tutti i metodi implementati, si devono scrivere le seguenti righe di
codice MatLab:

>> y0 = [15 ; 22];

>> [tn,yn EE] = eulero_esp(@f,0,20,y0,1000);

>> semilogy(tn,yn EE(1,:),’b’,tn,yn EE(2,:),’r’);
>> [tn,yn_EI] = eulero_imp(@f,0,20,y0,1000);

>> semilogy(tn,yn EI(1,:),’b’,tn,yn EI(2,:),’r’);
>> [tn,yn TR] = trapezi(@f,0,20,y0,1000);

>> semilogy(tn,yn TR(1,:),’b’,tn,yn.TR(2,:),’r’);

Nelle Figure 5.1-6.6 sono tracciati i grafici ottenuti con i 3 metodi descritti.
Nella Figura 6.7 sono tracciate le orbite, nel piano (z,y) delle soluzioni nu-
meriche (verde=Eulero Esplicito, rosso=Eulero Implicito, verde=Metodo dei
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Metodo di Eulero Esplicito

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Tempo

Figura 6.4: Approssimazione numerica con il metodo di Eulero Esplicito

Trapezi) a partire dalla condizione iniziale evidenziata con ’o’. Osserviamo
che la soluzione numerica del metodo di Eulero esplicito tende a divergere,
quella di Eulero implicito converge verso un punto interno, mentre quella
descritta dal metodo dei Trapezi torna su se stessa, cioe ¢ di tipo periodi-
co. Uno studio teorico della soluzione metterebbe in evidenza che proprio
quest’ultima ¢ una caratteristica delle funzioni (z(t),y(t)). Questo perche il
metodo dei Trapezi ha alcune proprieta di convergenza migliori rispetto agli
altri metodi (oltre ad un ordine superiore) legate al concetto di stabilita di
un metodo che non e possibile approfondire oltre.
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Metodo di Eulero Implicito
10 T T T

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Tempo

Figura 6.5: Approssimazione numerica con il metodo di Eulero Implicito

Metodo dei Trapezi

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Tempo

Figura 6.6: Approssimazione numerica con il metodo dei Trapezi
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Figura 6.7: Sovrapposizione delle orbite ottenute con i 3 diversi metodi
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