Capitolo 1

L’insieme dei numeri complessi

1.1 Introduzione ai numeri complessi

Definizione 1.1.1 Assegnata una coppia ordinata (a,b) di numeri reali si
definisce numero complesso [’espressione

z=a -+ tb.

I numeri a e b sono detti rispettivamente parte reale e parte immaginaria di
z e sono indicati con i simboli

a=NRe z b=SCm z.

I numeri con parte immaginaria nulla possono essere identificati con i numeri
reali e percio si scrive semplicemente a e non a+ (0. I numeri con parte reale
nulla sono detti immaginar: puri e si scrivono semplicemente ¢b invece che
0+ ¢b; in particolare il numero 0+ ¢1 si indica semplicemente con ¢ ed € detto
unita immaginaria.

Due numeri complessi a + tb e ¢ 4 ¢d sono uguali se e solo se a = ce b =
d. Nell’insieme dei numeri complessi si possono introdurre le operazioni di
somma e di prodotto tramite la seguente definizione.

Definizione 1.1.2 Dati due numeri complessi a+tb e c+td, la loro somma
¢ il numero complesso
(a+c)+ b+ d),

mentre il loro prodotto ¢ il numero complesso

(ac — bd) + t(ad + be).
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La somma e il prodotto cosi definiti godono delle proprieta associativa e
commutativa.
Osserviamo che, posto z =a 4+ tb e 0 = 0 + (0, risulta

z2+0=(a+h)+(0+0)=a+ b=z

per cui 0 ha le stesse proprieta formali dell’insieme dei reali, ovvero di essere
elemento neutro per la somma. Per ogni numero complesso z = a + b ¢
possibile definire 1’opposto come

—z=—a—1b

tale che z + (—z) = 0. La differenza tra due numeri complessi si definisce
come la somma dell’opposto, infatti

(@+ ) —(c+ud) =(a+ )+ (—c—d) =a—c+(b—d).

E facile vedere dalla definizione di prodotto che il numero complesso 1 + 0
e elemento neutro per il prodotto.

Assegnato z = a + b si definisce coniugato di z il numero Z = a — b, e che
si puo indicare anche con z*. Inoltre se z # 0 si puo definire il reciproco 1/z
come il numero x + 1y tale che

1
z-—=1

z

Deve essere
ar —by =1 a b
(a+ b)(z + ty) be tay —0 x a2+b2’y a2+ b2
Dunque
1 a —b

z  a?+b a?+b?
In pratica 1/z puo essere ottenuto cosi

1 1 a— b a b

z ati (a4 tb)(a — 1b) T2t @y

L’insieme dei numeri complessi munito delle operazioni di somma e prodotto
¢ indicato con C.
Osservazione. Dalla definizione di prodotto risulta

P =11=(0+:1)(0+:1) = —1.
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Figura 1.1:

Forma trigonometrica di un numero complesso

Un numero complesso z = a + tb puo essere rappresentato geometricamente
nel piano cartesiano R? con il vettore di componenti (a,b). Tale rappresen-
tazione viene detta forma trigonometrica (vedere Figura 1.1).

Consideriamo il numero complesso z = a + b e il vettore OP che lo rap-

presenta. Il vettore OP puo essere rappresentato o attraverso le componenti
a,b oppure assegnando la lunghezza p e 'angolo # formato con l’asse reale
positivo intendendo come positivi tutti gli angoli ottenuti mediante rotazione

—

in senso antiorario dal semiasse positivo alla semiretta che contiene OP. Il
numero reale non negativo p viene indicato con |z| ed & detto modulo di z
mentre 'angolo € si chiama argomento e si indica con arg(z). Valgono le
seguenti relazioni:

1. a =Rez = |z| cos(arg(z));
2. b=SQmz = |z|sin(arg(2));
3. |z = Va2 + b%

4. sinf = b/p;

5. cost = a/p;
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6. tanf = b/a.

In definitiva z puo essere scritto in questo modo

z = |z| (cos(arg(z)) + vsin(arg(z))) -

Osservazione. La rappresentazione in forma trigonometrica di un numero
complesso non fornisce una corrispondenza biunivoca tra la coppia (|z|, arg(z))
e i punti del piano complesso. L’origine del piano complesso corrisponde in-
fatti alle (infinite) coppie della forma (0, ) indipendentemente dal valore di
0. Se assumiamo |z| # 0 notiamo che un punto del piano complesso individua
sia la coppia (|z|,8) che la coppia del tipo (|z|,0 + 2km).

I modulo di un numero complesso soddisfa le seguenti proprieta:

1. |z| > 0 per ogni z € C e |2| = 0 se e solo se z = 0;
2. |z129| = |21||22| per ogni z1, 25 € C;
3. |z1 + 22| < |z1] + |22| per ogni 21, 29 € C.
L’argomento di un numero complesso soddisfa le seguenti proprieta:
1. arg(zy29) =arg(z;)+arg(ze) per ogni z1, 29 € C;
2. arg(z1/z) =arg(z;)—arg(z2) per ogni 21, 23 € C.

[l numero complesso zZ = 2*, coniugato di z = a+ b, ¢ legato alla parte reale,
immaginaria e modulo di z dalle seguenti relazioni:

1. Rez = (24 2)/2;

2. Omz = (z — 2")/(20);

3. |z> = 22",
Inoltre

1. (Zl + 22)* = ZT + Z;;

2. (z122)* = 225,
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Formula di De Moivre

Posto z = p(cos@ + ¢sin @) dalla formula del prodotto e facile dedurre che,
pern=12 ...:
2" = p"(cosnb + tsinnd).

Infatti per n = 1 la relazione ¢ banalmente verificata. Assumendola vera per
un certo n proviamola per n + 1.

2 =2 2 = 2"p(cosf + 1sin ) =
= p"(cosnb + tsinnb)p(cos @ + tsinf) =
= p""(cosnb cos @ — sinnf sin 6 + 1(sin nb cos @ + cosnfsin b)) =
= p"(cos(n 4+ 1)0 + tsin(n + 1)0)).
Radici n-esime di un numero complesso
Assegnato w € C si vogliono determinare tutti i numeri z € C tali che
2" =w.

Tali numeri sono detti radici n-esime di w. Proviamo che ogni numero
complesso ammette esattamente n radici distinte e diamo una formula per
calcolarle. Posto

w = r(cos ¢ + tsin @)

z = p(cosf + vsin0)
I’equazione 2™ = w si scrive
p"(cosnb + tsinnf) = r(cos ¢ + ¢sin ¢).

Ricordando che due numeri complessi sono uguali se hanno lo stesso modulo
e argomenti che differiscono per un multiplo di 27 abbiamo

pr=r

nd = ¢ + 2km

ricavando allora

p=R/r
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g= 2 2T
n n
Quest’ultima relazione fornisce dei valori distinti di @ in corrispondenza di
k= 0,1,2,...,n — 1. La radice che si ottiene per £k = 0 ¢ detta radice
primitiva o fondamentale. Per k = n si trova
0 = ? + 271_71’ — ? + 27

n n n
che coincide con la radice primitiva. Situazioni analoghe valgono per k > n
e k < 0. Le radici n-esime di un numero complesso sono dunque n e sono
ottenute dalle relazioni:

2
p=ir, =24 2T

n n

k=0,1,....n—1.

I punti Fy, ..., P,_; corrispondenti alle radici n-esime di w si trovano tutti
sulla medesima circonferenza di centro l'origine e raggio {/r e sono i vertici
di un poligono regolare a n lati.

Esempio 1.1.1 Calcolare le radici quinte di 1.
Applicando la formula si ha

5 2k 2k
V1 = cos (Tﬂ) + ¢ sin (Tﬂ) k=0,1,2,3,4.

Esponenziale complesso

Sia z un numero complesso non nullo scritto nella forma trigonometrica
z = |z|(cos @ + tsin B).

Evidentemente il numero complesso w = z/|z| ha modulo unitario. Dunque
un qualunque numero complesso non nullo puo essere espresso come prodotto

di un numero reale positivo (il suo modulo) e un numero complesso di modulo
1

?
z = |z|w, lw| = 1.

Siano ora z; e 29 due numeri complessi di modulo 1:

z1 =cosf + tsinf |z1] =1

29 = COSQ+ Lsing |2o] = 1.
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Dalla definizione di prodotto si ha:
2129 = cos(0 + ¢) + ¢sin(0 + ¢)

|2122| =1

arg(z122) = arg(z1) + arg(z).

Notiamo che la moltiplicazione di z; e z3 si traduce in una somma (quella
degli argomenti) e in particolare per ¢ = —6 si ha

R1R9 — 1.

Questo comportamento ¢ analogo a quello della funzione esponenziale reale.
Infatti
e’e’ = e, ee” = 1.

Questa analogia formale suggerisce di introdurre una rappresentazione del
numero complesso di modulo 1 che faccia intervenire ’esponenziale del suo ar-
gomento. Ovviamente non si trattera di esponenziali reali in quanto bisogna
rappresentare numeri complessi. Queste considerazioni motivano, seppure in
modo intuitivo, I'introduzione della formula di Fulero:

0

e’ = cosf + ¢sinf

per la rappresentazione di numeri complessi di modulo 1. Sia ora z un generi-
co numero complesso espresso nella forma z = x+1y. Considerando I’analogia
formale con gli esponenziali reali imponiamo che I’esponenziale di una somma
sia il prodotto degli esponenziali, cioe

ez — ex—l—Ly — exeLy'

Questa relazione, insieme alla formula di Eulero, pone la seguente definizione
di esponenziale di un numero complesso:

e” = "™ = e*(cosy + Lsiny). (1.1)
Da questa si deducono le seguenti proprieta:
1. Ree® = e cosy;

2. Sme* = e*siny;



CAPITOLO 1. L’INSIEME DEI NUMERI COMPLESSI 8

3. |e*] = e*;
4. arg(e?) =y.

Utilizzando la (1.1) e facile provare che per I'esponenziale complesso valgono
le stesse regole dell’esponenziale reale:

1. et = ¢e*e, per ogni 2z, w € C;
2. (e*)" = e*™.

Non e possibile estendere al campo complesso la proprieta di stretta positivita
di cui gode I'esponenziale reale, pero e possibile provare che

e #0 Vz € C.

Infatti se esite un numero complesso zy = xg + typ tale che e** = 0 dovrebbe

essere
e cosyy =0 cosyp =0

=
esiny, =0 sinyg =0

e cio ¢ assurdo. La definizione di esponenziale complesso ha perd una con-
seguenza imprevedibile se si considera ’analogia con la funzione esponenziale
reale. Infatti per qualunque k£ € Z si ha

z42kme _ rtuy+2km x+u(y+2km)

(& (& =€

= e”(cos(y + 2km) + vsin(y + 2kn)) =
= e*(cosy + tsiny) = €*

cioe la funzione esponenziale complessa e periodica di periodo 2me.

Alcune proprieta dei moduli e dell’argomento

La forma esponenziale complessa permette un’agevole dimostrazione di al-
cune proprieta del modulo e dell’argomento di un numero complesso. Siano
infatti

z=pie” e 2= ppet®

allora

101

_ Oy (0146
2120 = pre? pye® = py ot TP
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e dunque
|2122| = |21]]22] e arg(zi1ze) = arg(z1) + arg(zs).
Analogamente
a_pe” _p o(01-02)
z  peet®2 py
da cui 12|
z z
== —1, € arg(z1/z2) = arg(z1) — arg(z2).
Z9 |22|
In particolare
|216"*| = |21
e
arg(ze') = arg(z) + « (1.2)

dunque la moltiplicazione di un numero complesso per ’esponenziale di un
immaginario puro provoca una rotazione. Inoltre

|210| = |z16™?| = ||

T
arg(z1t) = arg(z) + 5

ovvero la moltiplicazione di un numero complesso per l'unita immaginaria
provoca una rotazione di 7/2.

Esempio 1.1.2 Calcolare modulo e argomento del numero complesso

1 L7r/2.

e
1+L\/§

Sfruttando la proprieta (1.2) abbiamo

() 1 +7T
arg(z) = ar —
J g 1+t/3 2

arg (ﬁ) =arg (1_TL\/§> -
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Dunque

7T+7T_7T
3 2 6

W3

1
4 4

arg(z) = -

Inoltre

5.

1
2l = || =
12 ‘1+1/\/§‘

Seni e coseni complessi

Fissato @ € R dalla formula di Eulero si ha:

e’ = cosa + tsin o

e ' =cosa — tsin .

Sommando e sottraendo queste due relazioni si ottengono rispettivamente:

eLOé _|_ efLCY ) eLa _ efLCY
cosqq = —— e simag = ———
2 2L
Poiche abbiamo dato significato all’esponenziale anche nel caso in cui « sia
complesso possiamo facilmente estendere la definizione di seno e coseno a
tutto il campo complesso nel seguente modo. Per ogni z € C:
6LZ + e—LZ ) eLZ _ e—LZ
cosz = ——— e sing = ———
2 2L
Con tali definizioni non e difficile provare che molte proprieta delle funzioni
trigonometriche, quali ad esempio le formule di addizione e sottrazione e le
formule di duplicazione, continuano a valere. Le funzioni seno e coseno cosi
definite sono funzioni periodiche di periodo 27. Infatti

eL(Z+2]€7T) 4 e—L(z+2k7T) e eV

cos(z + 2km) = 5 = 5 = COS 2.

Analoga dimostrazione vale per la funzione seno. Le funzioni seno e coseno
complessi, a differenza di quelle reali, possono avere modulo maggiore di 1.
Per esempio

eL(2L) + efL(Ql,) e—2 + e2

2t) = = > 2.
cos(2t) 5 5
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Seni e coseni iperbolici complessi

Fissato ¢ € R si definiscono seno e coseno iperbolico le funzioni

¢ —t ¢ ¢
e +e ) e —e

e sinht = .

2 2

cosht =

E naturale allora estendere al campo complesso questa definizione, ponendo,
per ogni z € C:
e +e’* e*—e’”?

coshz = ——— e sinh z =
2 2

Le funzioni appena definite risultano essere periodiche di periodo 27. Infatti

z+2km —(2+2km) z —z
cosh(z + 2km) = ¢ +26 = ¢ +2€ = cosh z.

Tra funzioni iperboliche e funzioni circolari valgono le seguenti relazioni

(ez) _ —u(ez) -z _ 2z

1)  sin(z) = ‘ 5 ‘ = 5 © — /sinhz
L

t(tz) —(2) —z z

2)  cos(tz) = i _cre cosh z
2t 2

3) sinh(wz) = ‘ 26 - 2:2 = ,sin z
4)  cosh(rz) = % = oS 2.

Gli zeri delle funzioni iperboliche
Vogliamo determinare ora i valori z € C che annullano le funzioni iperboliche.

2T — = k.

smhz=0ee¢ —e*=0e¥=1e¥=c¢
Analogamente

coshz=0c¢+e*=0=e¥=-1<

s
& ¥ = Ttk o 'y + kme.
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Osservazione. Se Z € un numero complesso tale che sinh Z = 0 allora dalla
proprieta 1) vista precedentemente deve essere
tsin(eZ) = 0 < sin(12) =0
e cio implica che ¢z e zero della funzione seno. Dunque dalla definizione
sin(z) =0=z=kn

infatti la funzione seno e una funzione dispari. Inoltre se Z € un numero
complesso tale che cosh Z = 0 allora dalla proprieta 2) deve essere

cos(tZ) = 0= cos(—t2) =0

e dunque gli zeri sono
_ + km
= —
2

infatti la funzione coseno e pari.

Logaritmo di un numero complesso

Per r > 0 e a € R sappiamo che la funzione logaritmo (reale) ha la seguente
proprieta:

logre® = logr + loge® =logr 4+ aloge = logr + a.

Definiamo con abuso di notazione il logaritmo complesso in modo che questa
proprieta venga conservata. Poniamo infatti per z # 0:

log z = log(|z|e®*2*™)) = log |z| + targ(z) + 12km: ke

Si noti che la funzione logaritmo cosi definita ¢ una funzione ad infiniti valori.

Esponenziale con base complessa

L’esponenziale complesso si definisce a partire dai logaritmi complessi. Per
z,w € C si pone:

LW — oW logz _ ew(log|z\+mrg(z)+a2k7r) kez.

Per esempio
o= etloge — eL(log\L|+La7‘g(L)+L2k7r) —

— 6L(L7r/2+t2k2ﬂ') — 6—7r/2—Qk7r



Capitolo 2

Teoria delle funzioni di
variabile complessa

2.1 Funzioni complesse

Assegnato un sottoinsieme {2 dell’insieme dei numeri complessi, se ad ogni
elemento z di ) corrisponde uno o piu valori di una variabile complessa w si
dice che w e una funzione della variabile complessa z e si scrive

w = f(2).

Una funzione di variabile complessa si dice ad un solo valore se ad ogni valore
di z corrisponde un solo valore di w; in caso contrario la funzione si dice a
pit valori. In generale si puo scrivere

w = f(z) =u(z,y) + w(x,y)

dove u(z,y) e v(x,y) sono rispettivamente la parte reale e la parte immagi-
naria della funzione.

Esempio 2.1.1
w=2*= (v +w)?=2"—y*+ 120y

u(z,y) = 2° -y v(r,y) = 2xy.

D’ora in poi si intendera sempre f(z) come funzione ad un valore.

13
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2.1.1 Intorni e insiemi in C

Definizione 2.1.1 Fissato zo € C e p > 0 st dice intorno di zy ["insieme
I(z0) ={z€C:|z— 2| <p}.

Definizione 2.1.2 Un insieme A C C si dice aperto se per ogni zg € A esite
un intorno 1(zy) C A.

Definizione 2.1.3 Un insieme A C C si dice chiuso se il suo complementare
e aperto.

Definizione 2.1.4 Fissato p > 0 si definisce intorno dell’infinito [insieme
I={zecC:|z| >p}.

Definizione 2.1.5 Fissato A C C e zg € C allora zy si dice punto di accu-
mulazione per A se per ogni intorno 1(zg) esite un punto z; € A, con z1 # 2o,
tale che z1 € 1(2p).

2.1.2 Limiti e continuita

Le definizioni di limite e di continuita di una funzione di variabile complessa
sono formalmente identiche a quelle gia note per funzioni di variabile reale.
Cosi, per esempio, diremo che f(z) ha limite [ € C per z che tende a zy e
scriveremo

lim f(z) =1

z—20
se
Ve>030>02"Vz:0<|z—2| <d:|f(z)—1] <e.

Diremo che f & continua in z; se

lim f(2) = f(20)-

Z—20

2.1.3 Derivate

Se f(z) in una regione del piano ¢ ad un solo valore, la derivata di f(z),
indicata con f'(z) o con
df (2)

dz
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¢ definita da
o fe AL~ f(2)
Az—0 Az
a condizione che tale limite esista e sia indipendente dal modo con cui Az
tende a 0. Se il limite (2.1) esiste per z = 2y si dice che f ¢ derivabile in
2p. Se il limite (2.1) esiste per tutti gli z in un opportuno intorno di z, cioe
esiste un 0 > 0 tale che il limite esiste per ogni z tale che |z — zy| < d, allora
si dice che f ¢ analitica in zy. Se il limite (2.1) esiste per tutti gli z di una
regione R contenuta in C allora si dice che f e analitica in R.

(2.1)

2.1.4 Equazioni di Cauchy-Riemann

Condizione necessaria affinche

w= f(2) = u(x,y) + w(z,y)

sia analitica nella regione R C C ¢ che

ou _ov

oxr Oy

V(z,y) € R.

ou o

oy  Ox
Dimostrazione.
Poiche

f(2) = flz +w) = u(z,y) + w(z,y)

si ha

fz+Az) =flr+Azx+1(y+ Ay)) =

=u(x + Az,y + Ay) + w(x + Az, y + Ay).

Allora A
fee A - ()
Az—0 Az
lim u(z + Az, y + Ay) + w(x + Az, y + Ay) — u(x,y) — w(x,y)

Az, Ay—0 Az + 1Ay
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In virtu dell’analiticita di f il limite in questione non dipende da come Az
tende a 0. Scegliendo Ay = 0 abbiamo:

flz+Az) = f(2)

Algllo Az -
. U(.f—FA:L‘,y)—U(.Z‘,y) ’U(.ﬁE—{—AQL‘,y) —U(.%,y)
_ = 2.2
Alirgo Az T Az (2:2)
- Oz ox

Se invece scegliamo Az = 0, allora

i LA = flz) _
Az—0 Az

i | Yyt Ay) —uleyy) | vy £ Ay) — (@ y) ] (2.3)
Ay—0 LAY Ay

1o o
L0y Oy

Poiche (2.2) e (2.3) coincidono risulta:

ou ov B 10u Ov ou Ov

%+L%—Za—y+a—y——ba—y+a—y

da cui le equazioni di Cauchy-Riemann. [J
Osservazione. Da (2.2) e (2.3) € anche evidente che

B ou ov ou Ov

! - - = -
f<z)_ax+bam L@y—i_ay’

Viceversa si puo dimostrare che se le derivate parziali prime di u e v rispetto
a x e y sono continue nella regione R allora le equazioni di Cauchy-Riemann
sono anche condizioni sufficienti per 'analiticita di f(z) in R.
Osservazione. Se le derivate parziali seconde di u e v rispetto a x e y sono
continue, derivando le condizioni di Cauchy-Riemann si trova:

Pu  Pu

922 T 0
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0% N Pv
ox2  Oy?
Dunque la parte reale e la parte immaginaria di una funzione analitica sulla

regione R soddisfano '’equazione di Laplace bidimensionale. Le funzioni che
soddisfano ’equazione di Laplace sono dette funzioni armoniche.

0.

dz
Esempio 2.1.2 Dimostrare che T dove Z ¢ il coniugato di z, non esiste in
z

alcun punto.
Per definizione

fe+82) — ()

/ - .
Fiz) = Alirgo Az
Allora
dz ~ lim z+Az—2_
- T A Az n

. r4+w+ Az + 1Ay —x+wy
= lim =

Az, Ay—0 Az + 1Ay
) r— 1w+ Ar — 1Ay — (x — wy)
- hm =
Az, Ay—0 Az + LAy

Ax — 1Ay
im ———.
Az,Ay—0 Ax + 1Ay

Affinche la derivata esista questo limite deve esistere ed essere indipendente
dal modo con cui Az tende a 0; pero scegliendo Ax = 0, abbiamo

. 2+ Az—Z . =LAy
lim —— = lim
Az—0 Az Ay—0 LAY

mentre scegliendo Ay = 0 abbiamo

. 2+ Az—Z . Az
lim —— = lim — = 1.
Az—0 Az Az—0 Az
Questi due possibili percorsi di avvicinamento a zero provano che il limite
dipende dal modo con cui Az tende a 0 per cui la derivata non esiste, cioé Z
non ¢ analitica in alcun punto.
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Osservazione.  Le funzioni di variabile complessa a valori reali sono un
sottoinsieme delle funzione di variabile complessa a valori complessi. Ci si
puo chiedere quando funzioni del tipo:

f(z) = u(z,y) + 0

siano analitiche.
Per le condizioni di Cauchy-Riemann (essendo v(z,y) = 0) deve essere

ou ou

— =0 e — =0

ox dy
cioe u(z,y) = costante. Percio le funzioni reali di variabile complessa che
non sono costanti sono esempi di funzioni non analitiche. Tra queste vi sono
per esempio |z|, arg(z), Rez, Smz e 2Z.

Esempio 2.1.3 Assegnata

1+ 2
. w . . .
determinare T ed indicare dove w ¢ analitica.
z
1+(z+Az) 1+=z
dw _ 1 I1—(z+Az) 11—z
dz — Az—0 Az N
2

Az—0 (1 — 2z — Az)(1 — 2)

2
(1-2)?

a condizione che z # 1 e indipendentemente dal modo con cui Az tende a
0. La funzione e analitica dappertutto tranne che in z = 1, dove la derivata
non esiste.

2.1.5 Regole di derivazione

Le regole di derivazione e le derivate di funzioni elementari sono formalmente
identiche a quelle di variabile reale. Infatti siano f,g: 2 — C, con 2 C C
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aperto, due funzioni analitiche in 2 e ¢ analitica in un sottoinsieme [ di C
tale che ¢(7) C Q. Allora:

L @)+ 802) = af ()4 Bd(2),  afec

2 %f@g(z) = '(2)9(2) + f(2)d'(2)

AfE) @ - fEeE)
3 dzg(z) 9(2)? 7

L a6 = OGS

2.1.6 Integrali di Linea

L’insieme dei numeri complessi C e privo di una relazione d’ordine quindi per
definire 'integrale di una funzione f(z) tra due numeri complessi z; e zy si
deve necessariamente definire il concetto di curva nel piano complesso.

Una curva v nel piano complesso ¢ una funzione

z:[a,b] CR—C
che ad ogni t € [a, b] associa il numero complesso

2(t) = x(t) + w(t).

Le funzioni z(t) e y(t) sono due funzioni reali di variabile reale e rappresen-
tano rispettivamente le parti reale ed immaginaria dei punti di ~.

Una curva si dice regolare nell’intervallo [a,b] se le funzioni z(t) e y(¢) han-
no derivate prime continue e non contemporaneamente nulle in tutti i punti
dell’intervallo.

Una curva si dice regolare a tratti se 'intervallo [a, b] puo essere suddiviso in
un numero finito di sottointervalli chiusi in cui la curva e regolare.

Una curva si dice chiusa se z(a) = z(b).

Una curva si dice semplice se per ogni t1,ts € [a,b], t; # to, risulta z(t;) #
Una curva chiusa e semplice si dice curva di Jordan.

L’integrale della funzione di variabile complessa f(z) tra due punti del pi-
ano complesso z; e 2o puo essere definito come l'integrale lungo una curva
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regolare (o regolare a tratti) 7 che unisce i due punti:

/V F(2)dz.

Tale integrale e detto integrale di linea lungo la curva ~y. Se
z=1x+uy, dz = dz + dy

allora l'integrale di linea puo essere scritto come somma di integrali di forme
differenziali

A f(2)dz = / F (@ + 1) (de + dy) =

= / (u(z,y) + w(z,y)) (de + dy) =

Y

= / (u(z,y)dx — v(z,y)dy) + L/ (v(z,y)dx + u(z,y)dy) .

Se
vt € [t ta] — 2(t) = x(t) + y(t)
allora
_ 2 dx dy
/y(U(aﬁ, y)dz —v(z,y)dy) = /tl (u(:c(t), y(D) > —vla(t), y(t))%> dt

e, analogamente
[+ vty = [ (v<x<t>,y<t>>‘fi—f +u<x<t>,y<t>>%)dt.

In questo modo gli integrali di funzioni di variabile complessa sono calcolati
in modo simile a quelli di variabile reale.
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Gli integrali di linea hanno le seguenti proprieta:

1. /Wf(z)dz:—/_vf(z)dz

2. /Vluwf(z)dz:/w f(z)dz+/wf(z)dz

3. L(afl(z) +bfa(2))dz = a[/fl(z)dz + bLfg(z)dz

Lf(z)dz

Se v ¢ una curva regolare (o regolare a tratti) il verso di percorrenza della
curva parte dal punto iniziale e arriva al punto finale. Nel caso invece in cui
la curva e semplice e chiusa allora I'integrale lungo ~ € indicato con

4 < [, 1) dz.

]{(P(x,y)d:c +Q(z,y)dy)

Y

ed il verso e positivo quando la curva e percorsa in modo tale che la parte
interna si trovi alla propria sinistra.
Vale il seguente teorema.

Teorema 2.1.1 (di Green nel piano) Sia I' una curva semplice e chiusa
che delimita la regione R. Supponiamo che P(x,y), Q(x,y) e le rispettive
derivate parziali prime rispetto a x ed y siano continue in R e su I'. Allora

(P(z,y)dz + Q(z,y)dy) = == — = \dady. O
7 [1(5-5)

Gli integrali di linea possono essere calcolati anche evitando di determinare
la parte reale e quella immaginaria della funzione f(z). Infatti assegnata la
curva regolare (o regolare a tratti):

F:{gU
Y

per calcolare I'integrale

(t
(t

/F F(2)dz

t € [to, t1]

)
)

x
Y
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si pud pensare di effettuare il cambio di variabile z(t) = z(t) + wy(t), con
to < t < ty, e calcolare l'integrale di variabile reale, ma con coefficienti
complessi

/ flz(t) 4+ w(t)d(z(t) + wy(t / fx(t) + () (2 (t) + vy (t))dt.

Consideriamo i seguenti esempi.

/F (Rez)” dz

lungo la curva I' unisce l'origine al punto 2 4+ ¢+ secondo 1 sequent percorsi:

Esempio 2.1.4 Calcolare

a) la bisettrice del primo e terzo quadrante tra 'origine e il punto 1+ ¢
e poi lungo la retta parallela all’asse x fino al punto finale (curva T" in
Figura 2.1);

b) lungo l'asse x fino al punto 2 e poi parallelamente all’asse y fino al
punto finale, (curva v in Figura 2.1);

Consideriamo prima il caso della curva I':

/r (8%(%)2 dz = /Fl (?Rez)2 dz + /F2 (§Rez)2 dz

Parametrizziamo le due curva

Flz{Z —, tel) FQ:{I —b e

Quindi lungo I'y la sostituzione da fare é:

2(t) =t+ut=t1+1)
(Rez(t))® =t
2'(t) = (14 v)dt.

Calcolando lintegrale si ottiene:

/F1 (Rez)dz = /01t2(1 +1)dt = é(l +o).
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Quindi lungo I's la sostituzione da fare é:

2(t) =t+u=t+.1
(Rez(t))? = ¢
2'(t) = dt.

Calcolando lintegrale si ottiene:

2
2 Lig2 7
/F2<§R€Z) dz:/l t2dt:§[3}1:§,

Lintegrale su I' € la somma dei due integrali:

) 1
/F(%ez) dZ:§(8+L).

1l calcolo dell’integrale lungo la curva v avviene in modo analogo.

/(8%62)2 dz :/ (Rez)? dz+/ (Rez)” dz.
Y 71 72
Scriviamo innanzitutto la parametrizzazione delle curve vy e 7yy:

r =1 r =2

Quindi lungo v, la sostituzione da fare e:

z(t) =t
(Rez(t))® =12
2'(t) = dt.

Calcolando lintegrale si ottiene:

2 8
/ (Rez)* dz = / t2dt = -
71 0 3

Quindi lungo vo la sostituzione da fare e:

2(t) =2+t
(Rez(t))® =4
2'(t) = 1dt.
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Calcolando 'integrale si ottiene:

1
/ (Rez)* dz = / dudt = 4u.
Y2 0

L’integrale su ~y ¢ la somma dei due integrali:

/ (Rez)* dz = 8 + 4.
. 3

/ 22dz
r

lungo le stesse curve dell’esempio precedente.
Lungo T'y abbiamo:

Esempio 2.1.5 Calcolare

2(t) =t+ut=t1+)
2(t)? =11 +0)? = 2t?
Z'(t) = (14)dt.

Calcolando lintegrale si ottiene:

1
/ 22dz :/ 20t (1 + 1)dt =
r, 0

= 2u(1 —I—L)/th = %(—1—1—0.

Lungo T'y abbiamo:

2(t) =t+¢
2(t)? = (t+1)?
Z'(t) =dt

Calcolando lintegrale si ottiene:

2
/ 2dz :/ (t+0)2dt =
Ty 1

1 1
= §(2+ le4+2—2) = §(4+9L).

[t + 0] =

W

Lintegrale su I' € la somma dei due integrali:

2 1 1
/z2dz =—(—1+)+-(44+9)==-(2+1L).
- 3 3 3

24
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Calcoliamo ora gli integrali lungo la curva . Lungo v, la sostituzione da
fare é:
2(t) =t, 2(1)* = 12, Z(t) = dt.

Calcolando lintegrale si ottiene:

2

8
/ 22dz:/ t2dt = —.
Y1 0 3

Quindi lungo vo la sostituzione da fare e:

2(t) =24t
2(t)? = (24 ut)? =4+ dut — ¢
Z(t) =.dt.

Calcolando 'integrale si ottiene:

1

1 t3
/z2dz :/ L(4+4Lt—t2)dt=L[4t+2Lt2——} —
Y2 0 3 0

1 11
=4+ 2t?— | =24+ —4.
L|:+ L 3} +3L

L’integrale su v é la somma dei due integrali:

8 11 1
2dz = - — 24 —1= (24 111).
/72 ¢=3 +3L 3(—|— L)

Osservazione. Gli esempi visti mostrano che vi sono funzioni (come f(z) =2z
oppure f(z) = Rez) per le quali cambiando il cammino di integrazione che
congiunge due assegnati punti in C cambia il velore dell’integrale, mentre
vi sono funzioni (come per esempio f(z) = 2%) per le quali sembra che il
valore dell’integrale sia indipendente dal cammino di integrazione ma dipende
esclusivamente dal punto di partenza e da quello di arrivo del cammino.

Teorema 2.1.2 (di Cauchy) Sia f(z) analitica nella regione R interna ad
una curva semplice e chiusa, ed analitica su C'. Allora:

i F(=)dz = 0.
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Smz
Yy=7U"
I'=T,UTl}y
Iy
p —————
Iy e
/7 7 72
/7
/
/
O M1 - Rez
Figura 2.1:
Dimostrazione.

7 = § () + vl )de + ody) =
C C

- 74 (ule, y)dz — v(z, y)dy) + ¢ f (v(z, y)de + u(z, y)dy).
C C

Per il teorema di Green

ﬁ( w(w, y)dz — v(x, y)dy) // <—%——y)dxdy,
Lji( v(z,y)dr + u(z, y)dy) // (%—a—y)da:dy

Per I'analiticita di f nella regione R delimitata da C
ou Ov v ou

dr Oy or Oy

(2.4)

Pertanto gli integrali (2.4) sono nulli'. [J

1Si & fatta l'ipotesi che f/(z) e le derivate parziali prime siano continue, anche se in
verita tale restrizione puo essere eliminata.
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P,

Figura 2.2:

Teorema 2.1.3 (Indipendenza dal cammino) Sia f(z) una funzione a-
nalitica nella regione R interna alla curva semplice e chiusa C ed analitica
su C. Allora per ogni P, P, € R|JC lintegrale

Py

f(z)dz

Py

¢ indipendente dal percorso che unisce Py e Ps.

Dimostrazione. Siano P AP, e P, BP, due qualsiasi percorsi congiungenti P,
e P, (come mostrato in figura 2.2). Per il teorema di Cauchy

7{ f(z)dz=0
PIAP;BP,

/PlAP2 f(z)dz + /PQBP1 f(z)dz =0
/PlApz f(2)dz = _/1:23P1 f(2)dz = /PlBP2 f(2)dz. O

Corollario 2.1.1 Se f(z) ¢ analitica all’interno e sul contorno di una re-
gione delimitata da due linee chiuse Cy e Cy allora

f(z)dz= & f(z)dz.
C1 Ca

ovvero
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A

Cy

Figura 2.3:

Dimostrazione. Consideriamo due punti qualsiasi su Cs e (1, ed indichiamoli
con A e B (come mostrato in figura 2.3), e consideriamo il segmento con-
giungente questi due punti (il segmento AB viene detto taglio trasversale).
In virtu del teorema di Cauchy (f & analitica nella regione compresa tra le
due curve):

7{ f(z)dz =0.
APQABTSRBA

Allora
]{ fde+ [ f(2)dz +7§ fde+ [ f)dz=0.  (2.5)
APQA AB BTSRB BA
Ma
F(e)dz = -

f(2)d=.
AB BA

Quindi da (2.5):
_ﬁpQA fladz = inPA fladz = jiTSRB flz)dz

f(z)dz= ¢ f(z)dz. O
C1 Cs

Osservazione. Si puo notare che come ipotesi del teorema precedente non e
richiesto che f(z) sia analitica nellinterno di C4.

Cioe:
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Figura 2.4:
Teorema 2.1.4 (Disuguaglianza ML)

/F F(2)dz

dove M ¢é una limitazione superiore di |f(2)| su T, cioé |f(2)] < M Vz €T,
ed L ¢ la lunghezza del percorso.

S/F|f(z)||dz|§M/Fds:ML

Esempio 2.1.6  a) Dimostrare che

d= 21 sen=1
75‘(2_@)”_ 0

sen>1

dove C' é una curva semplice chiusa che delimita una regione che ha
z = a come punto interno.

b) Valutare l'integrale per n =0, —1,—2

PECIRIR

a) Sia Cy una circonferenza di raggio € avente centro in z = a (vedere
figura 2.4). Poiché la funzione

(z —a)
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¢ analitica all’interno e sul contorno della regione delimitata da C' e C
risulta, applicando il corollario al teorema di Cauchy:

Per calcolare quest’ultimo integrale poniamo
2z —a=ce?

da cui dz = e1e®df). L’integrale vale allora:

27 1 L 27
/ 5 ce®dyd = - / (=m0 gp —

B |: . 6(17H)L9

2m
S - 1.
gn-t (1—TZ)L:|0 sen#

Se n =1 l'integrale vale

21
L/ df = 2me.
0

b) Pern=0,—1,—-2,... la funzione integranda ¢é rispettivamente 1, (z —
a), (z—a)?, ..., funzioni che risultano analitiche ovunque all’interno
di Cy compreso z = a. Quindi per il teorema di Cauchy l’integrale e
nullo.

Teorema 2.1.5 (Formule integrali di Cauchy) Se f(z) ¢ analitica al-
Uinterno e sulla linea semplice e chiusa C (qualunque essa sia) ed a é un
qualsiasi punto interno a C', allora

_ 1 (2)
fla)=o— Cﬂdz

dove C' & percorsa in senso antiorario. Inoltre la derivata n-esima di f(z)
valutata in z = a € data da
n! z
f(n)(a):_ f( ) dz

2 Jo (z —a)rtt T
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Figura 2.5:

Dimostrazione. Sia C una circonferenza di raggio € e centro z = a interno a
C. Per I'analiticita di f nella regione compresa tra C' e C risulta:

(z)dz: (Z)dz
cZ—a o Z—a

Posto z — a = ee'?, 'integrale a secondo membro diventa

2m
L/ fla+ee?)db.
0

Poiche f ¢ analitica allora ¢ anche continua percio

2 2

lim ¢ fla+ee?)dd = (a)df =271 f(a).

e—0 0 0
Da cui la prima formula integrale. La dimostrazione della seconda formula
viene qui omessa. [
Osservazione. Le formule integrali di Cauchy sono notevoli perche affermano
che se una funzione f(z) ¢ nota sulla linea chiusa C, allora essa ¢ nota an-
che all’interno di C ed e possibile calcolare anche le derivate di ogni ordine
di f in C. Dunque se una funzione di variabile complessa ammette una
derivata prima allora essa ammette derivate di qualunque ordine; cio non e
necessariamente vero per funzioni di variabile reale.
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Esempio 2.1.7 Calcolare

a)

COS 2
dz;
cR—T

ez
L
7{; z2(z+1)
dove C' ¢ la circonferenza di equazione |z — 1| = 3.

a) Poiché z =7 ¢ interno alla circonferenza C' é

1 CoSs z
CoST = —
2 Joz—m

CoS 2
]{ dz = —2me.
C Z — T

b) Notiamo innanzitutto che i punti z = 0 e z = —1 sono interni alla
circonferenza C'. Allora

e 1 B
jéz(z—i—l)dz _jie {;_z—l—l}d'z_

= idz—]{ ¢ dz =
CZ CZ+1

=2me — 2me™t = 2mi(1 — e ).

z=—1

e pertanto

Esempio 2.1.8 Calcolare

]{ 522 — 3242
— — dz
c (z—-1)3

dove C' ¢ una qualunque curva semplice chiusa che racchiude z = 1.
Per la formula integrale di Cauchy
n! f(2)

Mgy =2 ¢ T 4
/7 a) 21t Jo (2 —a)ntt :
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Pern =2, f(z) =52 —32+2, f'(1) = 10, abbiamo

10:2_! 522 — 32 + 2
2m Jo (z—1)3

2

— 2

j{ Mdz = 10me.
c (Z - 1)3

dz

OVVETO

2.1.7 Punti singolari

Un punto singolare di una funzione f(z) € un valore di z per il quale f non e
analitica. Se f(z) ¢ analitica in tutta una regione tranne che in un suo punto
interno z = a allora si dice che z = a € una singolarita isolata di f(z).
Esistono tre tipi di singolarita isolata. Se la funzione f(z) puo essere scritta
come

_ o)
1) = e

dove ®(z) & analitica in una regione che contiene z = a ed n € un intero
positivo, con ®(a) # 0, allora f(z) ha in z = a una singolarita isolata detta
polo di ordine n. Se n = 1 il polo si dice semplice, se n = 2 si dice doppio e
cosi via. In altri termini a € un polo se

D(a) £ 0

lim | f(2)| = 4o0.
Definizione 2.1.6 Se zy ¢ una singolarita per f(z) ma
lim f(2)
2—20

esiste ed e finito allora zy st dice singolarita eliminabile.

Definizione 2.1.7 Un punto isolato e detto singolarita essenziale se non e
una singolarita eliminabile né un polo di ordine n (finito).

Esempio 2.1.9 La funzione

z
AR PPy
ha due singolarita: z = 3, polo triplo, e z = —1, polo semplice.
La funzione
92+ 4 9z + 4
f(z) = =

244 (z2—2)(z+2)
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ha due singolarita: z = 21 e z = —2¢, entrambe poli semplici.
La funzione
1
f(z) = ez
ha in z = 0 una singolarita essenziale. Infatti se calcoliamo il limite per z
che tende a 0 lungo [’asse delle x positive abbiamo:
! . 1
lime=z = lim e = +o0.
z—0 r—0t
Dunque z = 0 non puo essere una singolarita eliminabile. Facciamo vedere
che non puo nemmeno essere un polo calcolando il limite per z che tende a
0 lungo l’asse delle x negative. Infatti
. 1 . 1 . t
limez = lim ez = lim e = 0.

z—0 x—0— t——o0

2.1.8 Serie di Taylor e serie di Laurent

Sia f(z) analitica all’interno e su una circonferenza di centro z = a. Allora
per ogni z interno alla circonferenza vale la seguente rappresentazione (serie
di Taylor):

(z —a)*

£ =3 9=

Nel campo delle funzioni di variabile complessa assumono un’importanza
superiore le serie di Laurent. Siano C7 e Cy due circonferenze concentriche
con centro in a e raggi r ed ry rispettivamente, con r; < ry. Se a + h € un
qualsiasi punto nella regione anulare delimitata da Cie Cy ed f(2) ¢ analitica
in detta regione allora si ha

+00 +oo
fa+th) =3 ah" & fE)= Y ale—a)
dove
o = L f2) .

"7 om c (z—a)rt!

dove C' & una qualunque circonferenza centrata in a e contenuta nella corona
circolare.

Dimostrazione. Siano A e B due generici punti rispettivamente su C e Cs.
Consideriamo quindi il taglio trasversale AB (come ¢ riportato in figura 2.6).
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B

Figura 2.6:

Essendo f analitica nella corona circolare risulta, per la formula integrale di
Cauchy:

_ 1 f(2) _
flath) = 2 Jey,yBay—cnyas 2 — (a+ h)dz B
N N U S C R

21 Joy 2 — @+ h)" 21 Jo 2 — (a+ h)

Consideriamo ora z — (a + h) con z € C4.

z—m+h%:@—a)—h:—hb—z_a]$

h
1 1 1 B
z—a—h h,_27¢
h
1l | = GE-af | (z—a)! 1
T h hk hret z—a
k=0 -
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Sostituendo questa espressione nell’integrale su C; abbiamo

1 f(2) 1 “(z—a) (z—a)" 1 B
_%jilz—a—hdz B %ﬁlf(z) [Z [ R ——— hn+1]d'z_

k=0

n

=S (an 1z )(z—a)kdz) et

k=0

_ n+1 1 d
QWL]{f h"Jrl h—z+az_

-y (271 e ) e+ B

k=0
dove X - )
Ro=—54 Cl(zha) z—(aZJrh)dZ
Su C si ha
z z—a

Per la disuguaglianza ML:
Rl < Mp™ iy =0 (n— +00)
Conseguentemente

1 L1
Com dz B Z 271 (2= a) alzh’€+1

CIZ—

quindi posto n = —(k + 1) si ha

[ee] 1 .
22— f (z—a) dzthrl Z 2m]€ z—a"“th

Si noti che poiche la funzione
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e analitica in tutta la regione anulare compresa tra C; e C' e sopra queste
I'integrale su ] e lo stesso che su C'. Per 'integrale su C5 si procede in modo
perfettamente analogo. [

La parte
-1

Z anh™

n=—oo

della serie di Laurent si chiama parte principale o parte polare mentre la parte
“+o00o
> e
n=0

si chiama parte analitica.

Nelle pagine precedenti abbiamo caratterizzato i diversi tipi di singolarita di
una funzione attraverso la nozione di limite. B possibile stabilire il tipo di
singolarita osservando la parte principale dello sviluppo di Laurent di una
funzione. In pratica vale il seguente teorema.

Teorema 2.1.6 (Enunciato). Sia zy una singolarita isolata per una fun-
zione analitica f(z) e sia Y~ a_m(z—20)""™ la parte principale della serie
di Laurent per f(z). Allora

1. zy € una singolarita eliminabile se e solo se a_,, = 0 per ogni m;

2. zg € un polo di ordine n > 0 se e solo se la parte principale ¢ la somma
finita:
a_ a_
— " 4 ! :
(z — zo)™ z— 2

3. 2y e una singolarita essenziale se e solo se la parte principale ha infiniti
termini non nulli. O

2.1.9 Residuil e Teorema dei Residui

Se f(z) ¢ analitica ovunque allinterno di una curva C; semplice e chiusa ad
eccezione di z = a che ¢ un polo di ordine n allora f ha la rappresentazione:

— d-n d-n+1 e a-1 N —
f(z) = EE T e v S s kz_o ap(z — a) (2.6)
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con a_, # 0. Proviamo allora che

?{ f(z)dz = 2ma, (2.7)
c

dove
— 1 1 d" —a)” 2.8
a—1 _ZEMW{('Z a)"f(2)} (2.8)
e C' & una qualunque circonferenza centrata in a e contenuta nella regione
delimitata da Cy. Inoltre a_; ¢ detto residuo di f(z) nel polo z = a e si
indica con R(f,a).
Diamo qui un cenno della dimostrazione della (2.7). Integrando (2.6) su C'

segue:

ﬁf(z)dz :ji(za_;z)ndz—i-~'—i—?{)za:ladz#—;akﬁ(z—a)kdz.

Il risultato ¢ immediata conseguenza dell’esempio 2.1.6.
Moltiplicando i membri di (2.6) per (z — a)” abbiamo

(z—a)"f(z)=a_p+a_p(z—a)+-+a_(z—a)" 1 +...

Prendendo la derivata (n — 1)-esima di ambo i membri e passando al limite
per z — a segue:

n—1

n—1la_y=1lim——{(z—a)"f(2)}.

(n =1t = lm o {(z = )" ()}

Teorema 2.1.7 (dei Residui) Se f(z) é analitica all’interno e su una cur-
va chiusa e semplice C ad eccezione di un numero finito di poli o, s, . .., Gy,
allora

j{f(z)dz = 27rLZ R(f, ;)
¢ i=1
dove R(f, ;) ¢ il residuo di f in «;.

Dimostrazione. Per ¢ = 1,... n, sia C; una circonferenza di centro «; e
raggio r; (parametrizzate al solito in senso antiorario), ognuna delle quali
contenuta in C' (vedere figura 2.7).

Considerando dei tagli trasversali tra C' e ognuna delle C; e tendendo conto

del teorema di Cauchy
/ f(2)dz=0
r
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B,

B Figura 2.7:
dove
F — Fl + B2A2 - CQ - AQBQ + FQ + BgAg - 03 - A333+
"‘Fg + BlAl — 01 — AlBl
e quindi

%Cf(z)dz _ ifc F(2)dz.

Poiche per il polo «; si ha

L Geme 0 NS
f(z) = (z — a;)m +ooe 2 — o + kzzoa’w(z ;)

Applicando la formula (2.7) segue:

fg‘ f(z)dz =2mR(f, o)

e pertanto
m

%f(z)dz = QWLZ R(f,a;). O

¢ =1

39
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Esempio 2.1.10 Calcolare il sequente integrale:

22(22 — 1)?
j{ GGl
c (2—-2)
dove C denota la circonferenza {x+uy € C;x*+y*—4x+3 = 0} positivamente
orientata.

Svolgimento. Osserviamo innanzitutto che la circonferenza C' ha centro nel
punto di coordinate (2,0) e raggio pari a 1. La funzione

_ 2%(22-1)?
f(Z) - (Z o 2)2

ha un unico polo doppio in z = 2 che ¢ interno a C, quindi I'integrale del-
I'esercizio ¢ uguale a 2mR(f,2). Calcoliamo quindi il residuo di f(z) in

z =2
d 2(22 — 1)?
RUGL2) =ty (-2 ) -
d
= an% 7 (z2(2z — 1)2) =
= lim [ 22(22 — 1)* + 42°(22 — 1)] = 84.
Quindi , ,
2*(2z — 1) B
fgw dz = 168mt.

Esempio 2.1.11 Calcolare il sequente integrale:

f dz
c 224+ 1)(z—1)2
dove C ¢ la curva:

{zec : z-(1+y)*=2}

positivamente orientata.

Svolgimento. La curva C ¢ la circonferenza di centro nel punto 1+ ¢ e raggio
V2. 1 poli della funzione integranda sono

z=1 polo doppio interno a C
Z2=1 polo semplice interno a C

z=—1 polo semplice esterno a C.
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Pertanto

In definitiva

if@ﬂz:%ﬂMﬂQ+RUJﬂ

R(f,1) =lim(z—¢) :

e (Z+1)(z-12
i 1

= lim = —.
= (z40)(2—1)2 4

R@D:ﬂmi<]):

z—1dz \ 2241

i -2z 1
=lim——— = —-.
2—1 (224 1)2 4

41



Capitolo 3

La Trasformata di Laplace

3.1 Introduzione

Definizione 3.1.1 Sia F(t) una funzione definita pert > 0. Si dice Trasfor-
mata di Laplace di F(t), ed é indicata con L[F(t)], la sequente

+o0
LIF()] = f(s) = /0 e P (t)dt, (3.1)
con s parametro reale.

La Trasformata di Laplace L[F(t)] esiste se 'integrale in (3.1) esiste per
qualche valore di s.

Definizione 3.1.2 Una funzione F(t) ¢ detta generalmente continua nel-
Uintervallo [a,b] se questo puo essere suddiviso in un numero finito di inter-
valli in ciascuno dei quali la funzione é continua ed ammette limite destro e
sinistro finiti.

Definizione 3.1.3 Se esistono due numert reali v, M, con M >0, ety € R
tali che

e F(@t) <M (|F()] < Me"), per ogni t > to

allora diremo che F(t) ¢ una funzione di ordine esponenziale v per t che
tende a 400.

42
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|
|
|
|
|
|
|
|
|
| |
|
|
|
|
1
a

tv  to ts ty - b t

Figura 3.1: Esempio di funzione generalmente continua.

Esempio 3.1.1 La funzione F(t) = t? ¢ di ordine esponenziale 2. Infatti

2t 4t 2
e :1+2t+7+"'>2t Vvt > 0.
Dunque

1
t2 < 56% Vt > 0.

Esempio 3.1.2 La funzione F(t) = €'’ non ¢ di ordine esponenziale. Infatti

‘ef'ytet3 ’ _ etityt

e questa quantita puo essere resa maggiore di qualunque quantita assegnata,
facendo crescere opportunamente t.

Vediamo ora le condizioni sufficienti per 'esistenza della trasformata di La-
place.

Teorema 3.1.1 Se la funzione F(t) é generalmente continua in ogni inter-
vallo limitato 0 < t < ty ed é di ordine esponenziale v per t > ty allora la
trasformata di Laplace

f(s) = LIF(t)] = /0 T

esiste per ogni s > 7.
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Dimostrazione. Fissato un qualunque t;, > 0 abbiamo
+oo to +oo
/ e S EF(t)dt = / e S E(t)dt + / e " F(t)dt.
0 0 to

Poiche F'(t) ¢ generalmente continua su [0, ¢y] essa ¢ ivi integrabile e dunque
il primo integrale a secondo membro esiste. Per quanto concerne il secondo
integrale, abbiamo:

400 +oo 400
/ e_StF(t)dt‘ g/ |e_5tF(t)|dt§/ le " F(t)|dt =

to to 0

+oo +oo
= / e S| F(t)|dt < / e ' Meldt =
0 0

—+o00
= M/ et =
0

M
P

+oo
/ (v — 5)eV=)tdt =
0

Y= S

per s > . J

Teorema 3.1.2 Sia F(t) tale che

1.
lim F(t) = +o0

t—0

2. F(t) continua a tratti in ogni intervallo ty <t < ty, per qualche ty > 0;

3.
limt" F(t) =0

t—0

per qualche n €]0,1[;
4. F(t) é di ordine esponenziale v pert > 1y,

allora LIF(t)] esiste. O
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3.1.1 Proprieta delle Trasformate di Laplace

Assumiamo che per una assegnata funzione F'(t) valgano le ipotesi del teore-
ma 3.1.1 allora per la trasformata di Laplace sono valide le seguenti proprieta.

1. Proprieta di linearita:
L[ClFl(t) + CQFQ(t)] = ClL[Fl(t)] + CQL[FQ(t)] VCl, cog €ER, 5> 1.

Dimostrazione.
+0o0
LieFi(t) + coFy(t)] = / e (e Fy(t) + e Fo(1))dt =
0
+00 +o0
—Cl/ e_StFl(t>dt+02/ G_StF2<t>dt:
0 0

= ClL[Fl(t)] + CQL[FQ(t)] U

2. I* Proprieta di traslazione:

posto
LIF(t)] = f(s)
si ha
Lle™F(t)] = f(s — a), VYa € R, s >v+a.
Dimostrazione.

+oo
Lt F(t)] = / e~ P (1)t —
0
+oo
= / NP (t)dt =
0

_ / T e P @)t = (5 —a). O
0

3. 1I* Proprieta di traslazione:
posto

F(t—a) t>a

0 t<a
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risulta

LIG(t)] = e *f(s), s> 7.

Dimostrazione.

4. Proprieta del cambio di scala:

posto
LIF(t)] = f(s)
si ha
L[F(at)] = -f (ﬁ), a>0, s>~a.
a” \a
Dimostrazione.

a
1 [t
= —/ e " F(u)du =
a Jo
1 S
-.(5)o

46
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Vediamo ora le trasformate di Laplace di alcune funzioni fondamentali.

1.

1
L[1] = -, s>0
S
Infatti
+oo P
L[1] = / e *'dt = lim e *tdt =
0 p=teo Jo
1 [P
= — lim —/( s)e *tdt =
p—+0o0 § 0
1 1
= — lim - [e *]’ = >0
pioo s s s’ e
2.
1
L[t] = g, s>0
Infatti

p—+o00 0
1 P
= — lim —/ (—s)te *tdt =
p—+0oco § 0
1 P d

i 1 e pe™P 1
pEwa—s—z— p 1 = 50
3. per ogni a € R
1
Lle™] = , > a. 3.2
CO 32)
Infatti basta osservare che L[1] = 1/s ed applicare la I* proprieta di

traslazione;
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4.
, a
L[SIH CLt] = m, S > 07
d. s
Licosat] = T s > 0.

Queste ultime due trasformate possono essere calcolate utilizzando la
definizione di trasformata di Laplace, ma vediamo di trovare un modo

alternativo.
Supponendo che la (3.2) sia vera anche per numeri complessi, possiamo
scrivere
1 s+ La S a
L[e™] = = = + : (3.3)

s—w  $2+a? $2+a® s+ a?
Applicando la proprieta di linearita si ha
Lle*"*] = Llcosat + tsinat] =
= L[cosat] + ¢L[sinat] =

S a

+t
82+a2 82+CL2

quindi
Lisinat] = T Licos at] = g
6. a
Llsinh at] = o s> lal;
L[sinhat] =L {%} =

1 1
— at__L —at] _
Sl = 5L




CAPITOLO 3. LA TRASFORMATA DI LAPLACE 49

Licoshat] = s> lal.

2 _ g2’
Analogamente al caso precedente, ricordando che

6at + efat
2

cosh at =

Vediamo ora alcuni esempi di applicazione delle altre proprieta della trasfor-
mata di Laplace.

Esempio 3.1.3

Lle " cos 2t] = 28;1
§*4+2s+5
Ricordando che s
Llcos2t] = E
st ha
Lle " cos 2t] = s+l s+l

(s+1)2+4 (s+12+4

Esempio 3.1.4

3
L|sin 3t] = :
i3t = 57
Posto f(s) = L[sint] si ha
1 1 1
Lisin3t] = = f <f> == 5 _ 3 .
37 \3 3<5> s2+9
5) t1

Teorema 3.1.3 Se L[F(t)] = f(s) allora

LI ()] = (1) () = (1) F(s), 5> 7.

Dimostrazione. Poniamo, al solito,
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Allora, per induzione

df d [t~ _,

—+00 8
pu— —_— _St pu—
= /0 5s° F(t)dt

= /Jroo(—t)eStF(t)dt =

__ / T e (1))t —

= —L[tF(t)].
Dunque
LItF(t)] = = f'(s)
e la tesi e vera per n = 1. La dimostrazione si completa per induzione.
Assunta vera la tesi per un fissato k dimostriamola per k + 1.

L[t*F@t)] =L[t(t"F(t))] =

d .. B
:—ELthL—

d
— (D) =

dk+1

_ k+1
= U g

f(s). O

3.1.2 Trasformata di Laplace di derivate e funzioni pe-
riodiche

Teorema 3.1.4 Sia F(t) continua in 0 < t < ty, di ordine esponenziale
pert > to, ed F'(t) generalmente continua in 0 <t < ty. Posto

st ha
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Dimostrazione.

P

LIF'(t)] = /O +Ooe*stF'(lt)dlt: lim [ e *F'(t)dt =

p—+oe J

= lim {[e—stF(t)}ﬁ + 5 /0 ’ e‘StF(t)dt} -

p—to0

= lim {eS”F(p) — F(0) +s /0 ’ eStF(t)dt} =

p—-+oo

— lim e "F(p)+ lim <s /0 peStF(t)dt—F(O)).

p——+00 p——+00

Essendo F' di ordine esponenziale il primo limite € nullo e dunque segue la
tesi. [J

Osservazione 1. Se nelle ipotesi del precedente teorema F'(t) non ¢ continua
in ¢ = 0 ma esiste il

lim F(t) = F(0"),

t—0+
allora si puo provare che
LIF'(8)] = s£(s) — F(0%).
Osservazione 2. Se F(t) non ¢ continua in ¢ = a, allora si puo provare che
LIF'(t)] = sf(s) = F(0) — e"*(F(a®) — F(a™)).
Teorema 3.1.5 Sia L[F(t)] = f(s). Se F®(t) & continua in 0 < t < tg

e di ordine esponenziale per t > to, per k = 0,1,....,n — 1, e FM™(t) ¢
generalmente continua in 0 <t < tgy, allora

LIF™(8)] = 5™ f(s) — Z sk P ()
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Dimostrazione. (Per induzione). Per n = 1 la tesi & una diretta conseguenza
del teorema 3.1.4. Supponiamo vera la tesi per k e dimostriamola per k + 1.

LIF®D(4)] = L[%ﬂ“(z&)] =

= sLIF® (t)] — F®)(0) =

k
=s {s’“f(s) -2 s’“‘jF“—l)(m} — F9(0) =

k
= s"1f(s) = > I FGN(0) — FW(0) =
j=1

k+1
= " 1f(s) = Y FITFUTY(0). O
j=1

Teorema 3.1.6 Sia F(t) una funzione periodica di periodo T > 0, cioé
F(t+T) = F(t) per ogni t. Allora
T
/ e S E(t)dt
0

1— €_ST

LIF(t)] =
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Dimostrazione.

LIF(t)] = /0 +ooe_5tF(t)dt

T o7
= / e SE(t)dt + / e E(t)dt+ - =
0 T
too  A(k+1)T
= / e SF(t)dt = (posto t = u + kT')
k

k=0
00 T
= eSkT/ e " F(u)du =
k=0 0
T
/ e *“F(u)du
=5 .U
1 — e—sT

3.1.3 Trasformata di Laplace di integrali
Teorema 3.1.7 Sia L[F(t)] = f(s), allora

L[/OtF(u)du] _ @

G(t) = /0 ' Flu)du.

Osserviamo che G'(t) = F(t) e G(0) = 0. Passando alla trasformata di
Laplace di ambo i membri segue:

LIG'(1)] = sLIG(t)] = G(0) = sLIG(t)] = f(s)

Dimostrazione. Poniamo

ovvero
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Esempio 3.1.5

t .
L / sin 2udu | = L[sin 2t] = 2 .
0 s s(s? +4)

Teorema 3.1.8 Posto L[F(t)] = f(s) ed F(t) soddisfacente le ipotesi del
teorema 3.1.1 si ha

lim f(s)=0.

s$——+00

Dimostrazione. .
F(s) = / P (1) dt
0
abbiamo »
Jm Fs) = M lim [ e (@
Quindi
p p
'/ e_StF(t)dt‘ < / e eV Mdt =
0 0
P
= / et =
0
= [P =
v =35
M
v =35
Passando al limite per s,p — +00 si ha
M —M
lim lim [eC=P —1] = lim =0
$—+00 p—+0o0 Y — § s—+oo Y — 8§

e quindi segue la tesi. [

3.1.4 Divisione per t
Teorema 3.1.9 Sia L[F(t)] = f(s). Se
F(t)

lim —=
t—0 t
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esiste ed ¢ finito allora

Dimostrazione. Sia

OVVero Flt) — 1G(0)

passando alle trasformate di Laplace dei due membri ed applicando il teorema
3.1.3 segue

LIF () = LEG()] = — S LG
Posto g(s) = L[G(t)], abbiamo
(5) = = 5-0(9)

Integrando membro a membro tra s e p e utilizzando il teorema 3.1.8 segue:

[ st == [ ot = ote) =905,

Da quest’ultima passando al limite per p — +oco segue la tesi. [J

3.1.5 Applicazione delle trasformate di Laplace al cal-
colo di integrali

Se f(s) = L[F(t)] allora

da cui . .
lim f(s) = £(0) = lim [ e " F(t)dt = /0 F(t)dt.

s—0 s—0 0

Dunque

(purche gli integrali in oggetto siano convergenti).
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3.2 Antitrasformata di Laplace

Definizione 3.2.1 Se N (t) é una funzione di t tale che, per ognit > 0, si
ha

/0 N = 0

allora N si dice Funzione Nulla.

Esempio 3.2.1 La funzione:

1 t=1/2
N(t) = -1 =1
0 altriments

¢ una funzione nulla.

In generale ogni funzione che abbia valore nullo in tutti i punti, eccetto in
un insieme numerabile, € una funzione nulla. Evidentemente

LIN(8)] = 0.

Definizione 3.2.2 Se L[F(t)] = f(s) ¢ la trasformata di Laplace di F(t)
allora F(t) si dice Antitrasformata di Laplace di f(s) (oppure Trasformata
Inversa) e si scrive

F(t)= L7 [f(s)].

L=1 ¢ detto Operatore Trasformata Inversa di Laplace.

Evidentemente poiche la trasformata di Laplace di una funzione nulla ¢ 0 ne
consegue che

LIF(#) + N ()] = LIF(#)] + LIN(8)] = LIF(#)]

e percio possiamo concludere che in generale due diverse funzioni possono
ammettere la stessa trasformata di Laplace.

Se si escludono le funzioni nulle & pero possibile stabilire un risultato di unic-
ita, vale infatti il seguente teorema.

Teorema 3.2.1 (Teorema di Lerch). Se F(t) ¢ generalmente continua in
ogni intervallo 0 < t < tg e di ordine esponenziale per t > to allora I’Anti-
trasformata di Laplace di f(s)

e unica. UJ

Nel seguito assumeremo sempre, salvo esplicita affermazione contraria, che
siano soddisfatte le ipotesi del teorema di Learch.
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3.2.1 Proprieta dell’Antitrasformata di Laplace

1. Proprieta di linearita:
se fi(s) ed fa(s) sono le trasformate di Laplace di Fi(t) ed Fy(t)
rispettivamente, allora

L7 erfu(s) +cafa(s)] = alL7 [fi(s)] + 2L [ fa(s)] =

=1 F1(t) 4+ co F5 (1), Vey, o € C.
Dimostrazione.
Lic1Fi(t) 4+ coF5(t)] = 1 LIF1(t)] + o L[Fa(t)] = c1f1(s) + e fa(s)
conseguentemente

L F1(t) + o Fa(t) = L7 [LlerFu(t) + coFa(t)]] =
= L7 e1fi(s) + cafa(s)];

ma, poiche Fy(t) = L7Y[f1(s)] e Fo(t) = L7 fo(s)] segue la tesi. [J

2. I* Proprieta di traslazione:
posto

si ha
L7V [f(s — a)] = e F(1).
Dimostrazione. Poiche
Le"F(t)] = f(s — a)

allora
L7Yf(s —a)] = e™F(t). O

In alternativa

ﬂs—a):ié%me“‘mF@Mt:

+oo
/ e e (t)dt =
0

= L[ F(1)].

Dunque
L Yf(s—a)] =e"F(t). O
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3. 1I* Proprieta di traslazione:
posto

si ha
Flt—a) t>a

L7 e f(s)] = G(t) =

0 t<a.

Dimostrazione. Da

si ha

+oo
:/ e "0 dt+/ e 'F(t —a)dt =
0

:/0 e MG(t)dt. O

4. Proprieta del cambio di scala:
se

allora — %F <é)

Dimostrazione. Per la proprieta del cambio di scala delle trasformate

di Laplace si ha:
I [F (%)] — kf(ks).

L7Yf(ks)] = %F (%) O

Allora
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5. Antitrasformata di Laplace delle derivate:
se

allora
L)) = (~1)""F(1).

Dimostrazione. E una immediata conseguenza dell’analoga proprieta
delle trasformate di Laplace. [

6. Antitrasformata di Laplace di integrali:
se

allora
F(t)

L‘l[ :OO f(u)du} ==

Dimostrazione. E una immediata conseguenza dell’analoga proprieta
delle trasformate di Laplace.

7. Prodotto per s:
se

e F(0) =0, allora

Se F(0) # 0 allora
L~ sf(s) = F(0)] = F'(t),

quindi
LY [sf(s)] = F'(t) + L' [F(0)].

Dobbiamo quindi determinare quale funzione ammette come trasfor-
mata una costante. Per questo definiamo la seguente funzione:

1/e 0<t<e
FL(t) =
0 t>c¢

dove ¢ > 0. E chiaro che per ¢ — 0 l'altezza del rettangolo in figura
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|
|
|
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|

€ t
Figura 3.2: Grafico della funzione F.(t).

3.2 cresce oltre ogni limite mentre la larghezza tende a 0, in modo tale
pero che I'area del rettangolo sia costantemente uguale a 1, cioe

+o00
/ Ft)dt = 1.
0

Calcoliamo la trasformata di Laplace di tale funzione.

L[F.(t)] = /0 m e "' F.(t)dt =

€ e—st 1 — e—ss
/ dt = .
o € S€

Quando ¢ tende a zero, la funzione F.(¢) tende ad una funzione, che
viene indicata con 0(t), chiamata delta di Dirac o funzione impulsi-
va unitaria. La traformata di Laplace della funzione 0(¢) si ottiene
calcolando il limite, per ¢ che tende a zero, della trasformata di F_(¢):

L[6(t)] = lim L[F.(t)] = lim

e—0 e—0 SE

Per ottenere I'ultimo passaggio ¢ sufficiente applicare il Teorema di de
L’Hopital. In definitiva

L~ sf(s)] = F'(t) + F(0)d(t) (3.4)

La funzione §(t) gode delle seguenti proprieta:

(i)
+oo
/ S(t)dt = 1
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(i)

per ogni G funzione continua;

(iii)

I
Q
—~

S
~—

+o0
/ o(t —a)G(t)dt
0
per ogni GG funzione ;

(iv)

8. Diuvistone per s:
se

allora

L [@] - /0 ' F(u)du.

Dimostrazione. Basta tener conto dell’analoga proprieta delle trasfor-
mate di Laplace. [J

9. Proprieta di Convoluzione:

L7 f(s)] = F(t)
L7 g(s)] = G(t)
allora

L7 f(s)g(s)] = /0 F(u)G(t —u)du = F % G.

F G ¢ detta Convoluzione di F' e G.

Dimostrazione. La tesi e dimostrata se si prova che

£()g(s) = L [ /0 ' Fu)G(t — w)du] .
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Allora

3 Uot Fu)G(t — u)du] - /0+°° ot (/Ot Fu)G(t — u)du) dt —

M —+00

Su :/Me—st (/OtF(u)G(t—u)du) it —

0
= / e " F(u)G(t — u)dudt.
Rtu

dove

ed Ry, € la zona indicata in figura 3.3.

Consideriamo ora il seguente cambiamento di variabili

v=t—u t=tv,u) =v+u
u=u u=(v,u) = u.

Cosicche la regione Ry, ¢ trasformata nella regione R,, in figura 3.4.

Per un noto teorema sul cambiamento di variabile negli integrali doppi
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b u

v
Figura 3.4:
si ha:
S :// e F(u)G(t — u)dudt =
Rtu
:// e~ P(u)G(v) J (u, v)dudv.
dove
o o
Jdv  OJu 11
J(u,v) = = =1
0w ou| |0
v Ou
e quindi
SM:// eI P (u)G(v)dudv.
Dunque

M M—v
Sy = / / e~ P (4) G (v)dudv.
v=0 Ju=0

Definiamo ora la seguente funzione:

e W) B (1) G (v) ut+v< M
K(u,v) =
0 u+ov>M 0<v< M.

In termini di questa funzione abbiamo

M M
Sy = / K (u,v)dudv.
v=0 Ju=0
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Allora

M M
lim Sy = lim / K (u,v)dudv =
v=0 J u=0

M —+o0 M —+o00

M ——+oc0

M M
= lim / / e P (u)G(v)dudy =

v=0 Ju=0

M

M

= lim e‘suF(u)du/ e 'G(v)dv =

M—+oo [, v=0

-(/ - e ra) ([ ” G =

= f(s)g(s). O

Si puo dimostrare che il prodotto di convoluzione gode della proprieta
associativa, commutativa e distributiva.

3.3 Sviluppo in Frazioni Parziali

con grado di P minore del grado di ), puo

(s
Q(s)
essere espressa come somma di funzioni razionali (dette frazioni parziali) del
tipo:

Ogni funzione razionale

A As+ B
(as + b)* ¢ (as? 4 bs + c¢)¥

k=1,23,...
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Ne consegue che determinando 'antitrasformata di Laplace di ognuna di
queste frazioni parziali, si puo dare 'antitrasformata di una qualunque fun-
zione razionale.

Esempio 3.3.1

25 — 5 A N B N C N D
(3s —4)(2s+1)3  3s—4  (2s+1)3  (2s+1)2  2s+1°

Esempio 3.3.2
352 — 4s + 2 As+ B Cs+ D E

(s24+2s+4)2(s —5) (s2+2s+4)2+s2+2s+4+s—5'

Le costanti che compaiono in entrambi gli esempi possono essere calcolate,
per esempio, riducendo le frazioni allo stesso denominatore ed applicando poi
il principio di identita dei polinomi. Si ottiene cosi un sistema di equazioni
lineari nelle incognite A, B, C, D ed E.

Descriviamo ora un metodo abitualmente usato in un contesto applicati-
vo quale il calcolo delle antitrasformate di Laplace, basato sulla nozione di
residuo.

Sia

P(2)

Qm(2)
con z = a+ tf. Ci proponiamo di scomporre F'(z) in una somma di termini
che siano polinomi o funzioni razionali del tipo

F(z)

A
(z — 2)F
oppure del tipo

B Cz
O ure .
(2 — a0) + B2 PP (z— ) + B2

3.3.1 Poli semplici

Assumiamo che il denominatore di F'(z), @,,(2), che & un polinomio di grado
m, si annulli negli m punti

15225+« +y Bmy ConZi#ijv/é,j,'i?éj
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e nei quali non si annulla il polinomio P,(z). E noto allora che F(z) pud
essere cosl scomposta:

F(2) = Duem(2) +> . il’“zk (3.5)

n>m

dove D,,_,(z) ¢ il quoziente di P,(z) e Q(2). Uguagliando i coefficienti dei
numeratori nella relazione (3.5) si ottiene un sistema di equazioni algebriche
lineari che permettono di determinare i coefficienti Ay.

Esempio 3.3.3 Scomporre

222 +1
F(z) = ——
(2) (z+2)(z—1)
in frazioni semplici.
Si ha
222+ 1 — Do+ A n B
(z+2)(z—1) "t 42 21
_ Doz*+ (Do + A+ B)z+ (—2Dy — A+ 2B)
n (z+2)(z—1) '
Pertanto
DO = 2
Dy+A+B=0
—2Dyg—A+4+2B=1
da cui risolvendo ricaviamo Dy =2, A = —3 e B = 1. Quindi in definitiva
-3 1
F(z)=2 .
(2) + z+2 + z—1

3.3.2 Scomposizione con la tecnica dei residui

Proviamo ora che le costanti A, kK = 1,...,m, nella (3.5) possono essere
ottenute con il calcolo di opportuni residui. Siano C%, k = 1,...,m, circon-
ferenze di centro rispettivamente 2., k = 1,...,m, e raggio sufficientemente

piccolo in modo da contenere una sola singolarita polare (come mostrato in
figura 3.6).
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(e
oZ]'
Z
° 3 =Z2 >
°Z4
Figura 3.6:
R(F.5) = )d
= — z)dz =
» 2k 27TL Ch
1 LA
21 Je, — Z =z

1 - A;
= — D, _,.(z)d d
27” [7{] (=) +27€_ .

7

Poiche D,,_,,(2) e tutte le frazioni , per i # k, sono funzioni analitiche

nel cerchio di bordo C}, per il teorema di Cauchy gli integrali di tali funzioni
su Cy sono nulli e pertanto

1 A 1
R(F, z) = —j{ Fody=— 2mA, = Ay,
C,

27 Jo, 7 — 2k 2me
Pertanto
" R(F, z,)
F(z) =D, _n(2)+ _
(2) (2) ;?1 — (3.6)
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Esempio 3.3.4 Scomporre in fratti semplici con il metodo dei residui la

funzione
152" +102% — 452% — 162 + 12

F(z) = 22— 4) (22 — 1)

La funzione ha come numeratore un polinomio di grado inferiore rispetto al
denominatore, percio D,,_,(z) = 0. Ora dalla (3.6):

R(F.=2) | R(F.-1)  R(F0)  R(F1)  R(F2)

F(z) = :
z+2 z+1 z z—1 z—2
1524 + 1023 — 4522 — 1 12
R(F,—2) 59z% + 10z Dz 62 + _
Hz=2)(z+D(E-1) |,
1524 + 1023 — 4522 — 1 12
R(F,—1) = 0z" + 10z oz 6z + _ 5
Az 4+2)(z=-2)(z-1) |,
1524 + 1023 — 4522 — 16 12
R(F,0) = z-+ 10z z z+ _3
(z+2)(z=2)z+1(z—-1) |,
152% + 1023 — 4522 — 1 12
R(F.1) 5z + 10z 52 62 + _ 4
Az =2)(z+2)(z+1) |
152% + 1023 — 4522 — 16 12
R(F,2) = z7 4+ 10z z zZ+ _ 5
Az 4+2)z+D(-1) |,
Quindi
1 2 3 4 )

F = — .
(2) z+2+z+1+z+z—1 z—2

3.3.3 Poli multipli
Sia
_ b()

Qm(2)
ed assumiamo che F'(z) abbia un solo polo multiplo di molteplicita m in zg
e P,(z) # 0. Allora F(z) puo essere cosi scomposta

A
2 Gz (3.7)

F(z) = Dp_m(2)

n>m
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dove D,,_,,(z) & presente solo se n > m; inoltre, per k = 1,...,m, le costanti
al numeratore hanno la seguente espressione:

Ay =R[(z — 20)" ' F(2),20] = c_i (3.8)

dove c_,, ¢c_(m-1), -..,c—1 indicano i coefficienti di indice negativo dello
sviluppo in serie di Laurent di centro zo di F'(2):

Com C—(m—1) bt
(z—20)™ (22— 2z9)m! z— 2z

F(Z): +Co+01(2—20)+...

Dimostriamo la (3.8).
Sia C' una circonferenza di centro zy. Allora

1 1
— F(z)dz = — Dy p(2)dz + —
2T Jo (2)dz = 2T Jo Jdz + 2m 7{2 (z — 29)F

In virtu dell’esempio 2.1.7 segue che tutti gli addendi a secondo membro sono
nulli eccetto il primo sotto il segno di sommatoria. Pertanto

1 1 A 1
— ¢ F(2)dz=— Lz = 2—A12m =A. (3.9)

2T Jo 2me Jo 2 — 2 T

Inoltre integrando lo sviluppo in serie di Laurent di F(z) abbiamo

1 1 —m 1 1 d
— ¢ F(2)dz = — e PR 1y
21 Jo 2 Jo (2 — z0)™ 2me Jo 2z — 2o

o chkz_zo dz.

(3.10)
Le relazioni (3.9) e (3.10) permettono di concludere che
Al =C_1 = R(F, Z(]).
Per ottenere gli altri coefficienti As, ..., A,, si integra su C' non F(z) ma la

funzione
(z — 20)" 1 F(2) k=2,...,m.
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Esempio 3.3.5 Scomporre in fratti semplici con il metodo dei residui la
funzione razionale

Si ha

C_s5 C_y C_3 C_2o C—1
F(z) =1
e P AN P st popn R popen |

dove i coefficienti c_j sono dati dalla formula (3.9). Quindi

_rF@ =2 [ L] s
o =RER D=4 @] _ =P

=R(( —1)F()1)—1 (& s =10
¢z = R((z D=5 || _ =10
s —R((—12F D =~ [L5] Z10
-3 ’ 20 d=2" | _, ’

c.y =R((z—1)3F(2),1) = {—25} B =5,

s =R((z—1)'F(2),1) = [2"] _, =1

In definitiva abbiamo

1 5 10 10 5
F(Z):1+(z—1)5+(z—1)4+(z—1)3+(2—1)2+z—1‘

3.3.4 Poli complessi coniugati

Il caso dei poli semplici complessi coniugati rientra evidentemente nel caso
piu generale gia visto per i poli semplici. Tuttavia una scomposizione ad
hoc per questo caso puo risultare molto utile. Prendiamo in considerazione
una funzione razionale con una coppia di poli semplici complessi coniugati.
L’estensione poi al caso di piu poli semplici complessi coniugati ¢ abbastanza
immediata.

Sia
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con @Q,(z) avente una coppia di zeri semplici in zg = o + 15 e Zg = a — 1.
Inoltre assumiamo che P,(z) e Q,,(z) sono polinomi a coefficienti reali.
Allora F(z) ammette la seguente scomposizione:

Z—« 16}

F@) = Dnm@) AT ~ B e (3.11)

n>m

dove D,,_,(z) & presente solo se n > m = 2, e dove

A =Re[R(F, z)] (3.12)

B =Sm [R(F, z)] (3.13)

ovvero A+ 1B = R(F, z).
Dalla decomposizione di F' per poli semplici possiamo scrivere
R(F R(F,z
F(Z) - anm(Z) + ( 720) + ( 720) -

A Z— 2o

R(F, Zo) i R(F, ZO)

= D,_m(2) + —.
Z— 20 Z — 20

Dimostriamo innanzitutto che
R(F,Zp) = R(F, 2p).
Innanzitutto osserviamo che
Qm(2) = Bm—2(2)(z — 20)(2 — Z0)

dove R,,—2(z) € un polinomio di grado al pit m — 2 (se m > 2) che non si
annulla in zy (e quindi neanche in Z;). Calcoliamo ora il residuo in zy:

R(F, Zo) = lim (z — Zo)F(Z) —

z—20

= lim Fu(2) = Frli) -
z2—20 (Z — EO)Rm_Q(Z) (ZO - zO)P'«m—2(20>
Pn(20>

203m(20) Rm—2(20)
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Di conseguenza

Pn(ZO) .
—203m(z0) Rpm—2(20)

R(F, Zo) =
Calcoliamo ora il residuo in Zy:

R(F'7 EO) = lim (Z — Z))F(Z) =

z2—Z0

Pu(2) B Po(Zo)

= lim

=720 (2 — 20) Rm—2(2)  (Zo — 20) Ron—2(Z0) N

P, (Zo)
—218m(20) Rm—2(Z0)

e
P,(z0) € Ry—2(Zo) = Rim—2(20), e quindi segue la tesi:
R(F,Zo) = R(F, z).
Posto A = Re[R(F, 2zp)] ¢ B = Sm|R(F, zy)] abbiamo

A+.B A—1B
(z—a)—Lﬁ+(z—a)+Lﬁ_

F(z) = Dyp_m(z)+

(A+:B)[(z — a) + 0] + (A= tB)[(z — a) — []

= Do-ml)+ (z—a)p+

Az —a) +1B(z —a) + LA — Bf

= Duomlz) + (z— P+

Alz —a) —1B(z —a) —1AB— BB
(2 = a)? + 2 B

_|_

B 2A(z — «) 285
= Dp_m(2) + G—a)Z+ 3 - (z—a)2+ 3%

72

R,,—2(z) sono polinomi a coefficienti reali allora P,(Zp) =

Esempio 3.3.6 Scomporre in fratti semplici con il metodo dei residui la

funzione
10z — 22

Flz)= —2 22
(2) 224+ 42413
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Il denominatore della funzione assegnata presenta due zeri complessi coniu-
gati nei punti
z1 = —2413, 29 = —2 —13.

Calcoliamo ora il residuo nel polo z;:

R(F(2),z) = lim(z—2)F(2) =

z—21

. 10z — 22
lim e
z——2+3c z+ 2+ 3¢

B { 10z — 22 ] B
24243 Z:_2+3L_
204300 —22
— - —
—42 4+ 30
L Y A
61
Quindi in questo caso risulta:
F(2) =2 o 3
(z+2)2+9 (z+2)2+9
(z+2) 3

(z+2249  (2+2)2+9

Definizione 3.3.1 Per n € R} la funzione gamma, I', ¢ definita in questo

modo e
['(n) = / e "u" du.
0

Si possono provare le sequenti proprieta:
1. per ognin € RY, I'(n+1) =nl'(n) e I'(1) = 1;
2. per ognin € N, '(n+ 1) = nl;
3. T(1/2) = /~.

Dimostriamo ora che

I'(n+1)
gntl

L[t"] = n>—1,s>0.
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Infatti .
Lit"] = / e " dt = (posto st = u)
0

1 oo
= e “udu =
Sn+1 0

I'(n+1)
8n+1 '

In particolare per n = —1/2:

Quindi segue rk) (b—1)
(Z [tkil})s_so - ( ko (s — SO);c'

s —80)

3.4 Applicazioni delle trasformate di Laplace

Applicazione alle equazioni differenziali

Esempio 3.4.1 Risolvere

Y'(t)+ Y (t) =t

Applichiamo la trasformata di Laplace all’equazione differenziale.
LIY"(t) + Y(8)] = L[1],

posto y(s) = L[Y (t)] risulta

y(s) = $Y(0) = Y'(0) + y(s) =

1
(32+1)y(s):8—2+3—2
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e, in definitiva:

() 1 +5—2
8:
Y $2(s2+1)  s2+1
() 1 1 N S 2 1+ S 3
§) = — — — = — — .
y s2 5241 241 s24+1 2 5241 s241
1 S 3
_ 71 _ :
Y(t)=1L ?+32+1_32+1 =t+ cost — 3sint.

Esempio 3.4.2 Determinare la soluzione generale dell’equazione differen-

ziale
Y@ _3y” 437 — YV = %€

Poiche in questo caso le condizioni iniziali sono arbitrarie, poniamo
Y (0) = A, Y'(0) = B, Y'(0)=C
con A, B, C' costanti arbitrarie. Passando alle trasformate di Laplace si ha:
LIY®] = 3L[Y"] 4+ 3L[Y'] — LIY] = L[t%¢!]
ovvero, detta y(s) la trasformata di Y (¢):
(s*y(s) — As®* — Bs — C) — 3(s*y(s) — As — B)+

+3(Sy(8) - A) - y(S) = (S _ 1)3

Isolando y(s) segue

()_As2+(B—3A)s—3A—3B+C'+ 2 N
e (s —1)° (s —1)°
. C1 (&) C3 2
V) = G T o Tl T oy

Passando all’antitrasformata di Laplace si trova

v(t) = 20 oy epte 4 eset + Lt
= — =€ Cotle C3e — €.
2 ? T 60

Esempio 3.4.3 Risolvere il sequente problema ai limiti:

YY" +9Y = cos2t

Y(0)=1 Y(r/2)=-1.
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Poiche Y”(0) non ¢ noto, ma interviene nelle trasformate delle derivate poni-
amo arbitrariamente Y’'(0) = C. Allora

LIY" +9L[Y] = L[cos 2t] &

s
s*y(s) — sY(0) — C +9y(s) = o
() =St -
o= e (s24+9)(s2+4)
5 C s 5

32+9+32+9+5(s2—|—4) 5(s249)

Passando alle antitrasformate si trova

4 C 1
Y(t) = & Co8 3t + 3 sin 3t + - cos 2t.

Imponendo in quest’ultima espressione la condizione Y (7/2) = —1 segue

C' =12/5 e quindi la soluzione richiesta e:

4 4 1
Y(t)= £ €08 3t + R sin 3t + - cos 2t.

Esempio 3.4.4 Risolvere

Y + w2 = F(t)

Applicando la trasformata di Laplace si ha:

LIY" +w?L[Y] = LIF(t)] =

(25() = sY (0) = Y'(0)) + w?y(s) = (9
s=2 1)

82+u}2 32+w2'

y(s) =
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In virtu del teorema di convoluzione abbiamo:

Y(t) =L {i} 4+ L [ f(s) } _

52 + w? 52 + W?
2sinwt sin wt
= coswt — + F(t) * =
w
2sin wt 1
= coswt —

w w

4L /Ot F(u) sinw(t — u)du.

7

Esempio 3.4.5 Risolvere, utilizzando le trasformate di Laplace, la sequente

equazione differenziale

Y'(t) = 3Y'(t) + 2Y (t) = 4t + 12¢ 7, Y (0) =0,
Applichiamo la trasformata di Laplace all’equazione da risolvere:
LIY"(#)] = 3L[Y'(t)] + 2L[Y (t)] = 4L[t] + 12L[e" "],
da cui, posto y(s) = L[Y (t)] e sostituendo le condizioni iniziali in 0, si ha

4 12
2

—6-3 2(s) = — + ——
s°y(s) sy(s) +2y(s) 2t

4 12
y(s)(s* —3s+2) =6+ +

52 S+1:

- 653 + 1852 + 4s + 4

s?(s+1)
Quindi
353 4+ 952 + 25 + 2

yls) = 252(3 +1)(s? —3s+2) B

3534+ 9s% + 25+ 2
S2(s+1)(s—1)(s—2)

La funzione y(s) ha un polo doppio e tre poli semplici quindi ammette la

seguente scomposizione in fratti semplici

y(s) A B C D E

=4+ S + +

2 s 2 s+1  s—1 " s—2
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dove

o Qe
I

T NI

AA@/—\/—\

Effettuando 1 calcoli

od 353 +9s2+25+2
A =lim —
s—0ds (s+1)(s—1)(s—2)

o d3s34+9s2+2s+2 3
= lim — ==
s—0ds 83 —252 — s+ 2 2

. 353 + 952 + 25+ 2
B =1lim =1
s—=0 (s+1)(s —1)(s —2)
. 3534952 +25+2
C = lim —
s——1 s%(s—1)(s—2)
B 333—1—952—1—23—1—2_
sl s2(s+1)(s—2)
B 3s°+ 95 +254+2 11
s—2 s2(s+1)(s—1) 2~

-8

Quindi
1 2 2 16 11

= - +
s+32+s+1 s—1 s—=2
Antitrasformando y(s) si ottiene la soluzione dell’equazione differenziale di
partenza

Y(t) =142t +2e " — 16e' + 11e*.

Esempio 3.4.6 Risolvere, utilizzando le trasformate di Laplace, la sequente
equazione differenziale

Y'(t) —4Y'(t) + 3Y () = F(t), Y(0)=1,  Y'(0)=0,

dove F(t) ¢ una funzione che ammette trasformata di Laplace.
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Applichiamo la trasformata di Laplace all’equazione da risolvere:
LIY"(t)] = AL[Y'(t)] + 3L[Y (1)] = LF(1)],
da cui, posto y(s) = L[Y (t)] e f(s) = L[F(t)], e sostituendo le condizioni
iniziali in 0, si ha
s%y(s) — s — dsy(s) + 4+ 3y(s) = f(s)

(s — ds+3)y(s) = 5 — 4 + f(s)

quindi
s—4 N f(s)

s2—4s+3 s2—4s+3
Osserviamo che possiamo trasformare in fratti semplici il primo addendo a
secondo membro, in quanto ¢ indipendente da F(t), per il secondo adden-

do possiamo scomporre in fratti la funzione che non dipende da f(s) e per
antitrasformare il risultato applichiamo il teorema di convoluzione. Quindi

y(s) =

A B C D
y(s) = s—3+s—1+f(s) [8—3+5—1}'
Calcoliamo i coefficienti A, B, C, e D:
. s—4 1
A=lm(s = 3) 3= 3
. s—4 3
B=lnG - —p5-3 "2
. 1 1
Ot TIEIG =y T
. 1 1
D=lnG6-Dr—55=9 = 2
Quindi
1 3 1 1
vl =55y oot/ {2(3 —3) 2(s— 1)}

Antitrasformando y(s) si ottiene la soluzione dell’equazione differenziale di
partenza

€3t Set
Y(t) = —5 +F(t) e+ F(t)xe' =
et 3et

t t
=——+ =+ / F(u) x 29 dy +/ F(u)e"du.
2 2 0 0
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Esempio 3.4.7 Utilizzare le trasformate di Laplace per risolvere la sequente
equazione differenziale:

Y'(#) +4Y(t) = F(¢),  Y(0)=0, Y'(0) =1

dove

F(t):{l 0<t<l1

0 t>1.
Applichiamo la trasformata di Laplace all’equazione da risolvere:
LY ()] +AL[Y ()] = LIF(2)],
da cui, posto y(s) = L[Y(t)] e sostituendo le condizioni iniziali in 0, si ha
s*y(s) — sY/(0) = Y'(0) +4dy(s) = LIF(t)]

s*y(s) — 1+ 4y(s) = L[F(1)]

A questo punto si puo calcolare la trasformata di Laplace della funzione F(t)
applicando direttamente la definizione:

LIF()] = /0 " ()t =

1 _
1—¢e7°
:/e_Stdt: .
0 S

1—¢e° 1—¢°
(4 a)yls) =14 —— =T
S S

L’equazione algebrica diventa

da cui
s+1—e* 1 1 e ?

y(s) = s(s2+4) 32+4+s(s2+4) s(s2+4)

Poniamo per comodita

1
9ls) = s(s2 4 4)

e scomponiamo in fratti semplici g(s), funzione che ammette un polo semplice
s = 0 e due poli complessi coniugati s = +2¢:
A 2B(s — a) 2003
g9(s) = —+ PRV 2 (e _ )2 2
s (s—a)+p% (s—a)P+p
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dove

a =0, f =2 e inoltre

1 1
B+.C = %) = lim — = —~
+1C = R(g(s),2¢) SLIIQlLS<S+2L) S

In definitiva

e quindi

= -+ — .

s2+4  4ds  A(s24+4)  4s  4(s?+4)
L’antitrasformata delle due funzioni dove compare il fattore e ¢ data dalle
seguenti funzioni a tratti:

1
—8 - t Z 1
L*l € — 4
4s
0 0<t<l1
¢ 1
s —cos2(t—1) t>1
L*l € — 4
e
0 0<t<l
La soluzione Y (t) & quindi:
sin2t 1 1 1 1
— ——cos2t — -+ —cos2(t — 1 > 1
5 —1—4 4coszﬁ 4+4(:os (t ) t>
Y(t) =
sin2t 1 1
— — —cos2 1
5 + 1 4cos t 0<t<
da cui semplificando ulteriormente:
in2t 1 1
SH; —Zcos2t+10032(t—1) t>1
Y(t) =
in2t 1 1
s + — — —cos2t 0<t<1

2 4 4
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Equazioni differenziali ordinarie a coefficienti variabili

La trasformata di Laplace puo essere utilizzata con profitto anche per risol-
vere alcune classi di equazioni differenziali a coefficienti variabili. In partico-
lare essa € molto utile per risolvere equazioni differenziali i cui termini hanno
la forma:

tmy ™) (¢).
Infatti in questo caso la trasformata di Laplace ¢ data da
dm
LY@ ()] = (-1 Ly ()]
Sm

Esempio 3.4.8 Risolvere
tY"+Y' +4tY =0

Applicando la trasformata di Laplace si ottiene
LitY"| + LIY'| +4L[tY] =0 &

=2 (#yls) = Y (0) = Y(0) + syls) = Y (0) — 4y(6) = 0.

ovvero J
(s* + 4)d—3; +sy(s) =0 &
dy sds

Yy P4
Integrando si ha
1
logy + 5 log(s* +4) =C

cioe o
s) = )
ule) s2+4

Per determinare I'antitrasformata di y(s), consultando la tabella delle trasfor-
mate si verifica che

Y(t) = CJo(2t).!

1Jo(t) & la funzione di di ordine zero definita da:

t2 t4 16
Tot) =1 =55+ 3 ~ e T
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Imponendo la condizione Y (0) = C'Jy(0) = 3 segue C' = 3; dunque
Y (t) = 3Jo(2t).
Esempio 3.4.9 Risolvere l’equazione differenziale
tY"+2Y' +tY =0
Y(0t) =1 Y(m)=0.

Passando alle trasformate di Laplace di ogni termine,

L (yls) = SY(07) = Y(07)) + 2sy(s) ~ Y(0) ~ Ly(s) =0

oppure
—s%y(s) — 2sy(s) + 1+ 2sy(s) =2 —¢/(s) = 0
cioe
—("+Dy'(s)—1=0;  ¢(s)=—

Integrando si ha
y(s) = —arctans + A.

Poiche per il teorema 3.1.8 y(s) — 0 per s — 400 deve essere A = 7/2.
Quindi

(s) =~ £ t
S) = — — arctan s = arctan —.
y 2 S

Dalla tabella delle trasformate di Laplace risulta

Y(t)=L" {arctan 1} = —.

S

Si noti che questa funzione soddisfa la condizione Y (7) = 0.

e risulta
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Sistemi di equazioni differenziali

Esempio 3.4.10 Risolvere

(
X _ox_3y
dt
dy
— =Y -2X
dt
| X(0)=8 Y(0)=3

Passando alle trasformate di Laplace di ambo i membri abbiamo:

o
L|\=—=| =2L[X] = 3L[Y]
- &
dy
L_E_ = L[Y] - 2L[X]

sx(s) —8 =2x(s) — 3y(s)

sy(5)— 3 = y(s) - 2(5)
dove z(s) e y(s) sono le trasformate di Laplace di X e Y rispettivamente.
Equivalentemente

(s —2)z(s) + 3y(s) =8
2z(s) + (s — Dy(s) = 3.
Risolvendo il sistema, per esempio con la regola di Cramer, si trova

ey ST 53
C(s+1)(s—4) s+1 s—4

35 — 22 5 2

y(s) :(s+1)(s—4) T s+1 s—4
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e passando all’antitrasformata segue

X0 =) =7 ] -
et 4 g

vl el =t S - 2] -
= 5e~! — 2e4,

Esempio 3.4.11 Risolvere, utilizzando le trasformate di Laplace, il sequente
sistema di equazioni differenziali

([ X'(t) — Z(t) = et

\

Applichiamo la trasformata di Laplace al sistema ponendo z(s) = L[X(¢)],
y(s) = LY ()] e 2(s) = LIZ(t)]:

LIX'(t)] = L[Z(t)] = Lle™]
LIY'(t)] + L[Z'(t)] = L[1]
—LIX)]+ LY'(t)] =0

( sz(s) — X(0) — 2(s) = lerl

sy(s) =Y (0) + sz(s) — Z(0) = %

| sy(s) =Y(0) —z(s) =0
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( 1
sx(s)+2—z(s)=8+1

sy(s) + sz(s) = %

| sy(s) —x(s) =0,

Ricaviamo xz(s) dalla terza equazione e sostituiamo la sua espressione nelle
altre due:

(a(s) = sy(s)
Syls) —2ls) = 3 Jlr 1" _238:11
sy(s) + 52(s) = -
C( al) = syl
() = Pyls) + =t
(o) e+ 2L

Ora consideriamo solo la terza equazione.

2 +s 1 1+4s—s>—2s
211 = — =
s(s"+ Ly(s) s+1 i s s(s+1)

Da cui
14s5—5"—25°

V) = ST DG D
quindi i poli di y(s) sono 0 (polo doppio), —1 e +¢ pertanto ammette la
seguente scomposizione in fratti semplici
A B C 2D(s — « 2E3
?/(5):_+_2 + (2 >2_ 2 2"
s 82 s+1 (s—a)P2+0? (s—a)P2+p

dove
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e inoltre a = 0 e § = 1. Calcoliamo tali coefficienti

d1l+4+s—s?—2s
A=1lim — =
20 ds (s24+1)(s+1) 0

e2 3
Belmits=s =25
Ry Py

In modo analogo risulta C' = —1/2, mentre

1 o 2_23
D+ F =lim ts—s S
s—u s2(s+1)(s+ 1)

e+ 1420
o —2(t+1)
3+ 2 1
— = (=14 5).
-1y 1t
Quindi D = —1/4 ed E = 5/4, cosicche risulta
1 1 s 5

y(s) = ?+2(8+1) C2As2+1) 22+ 1)

Pertanto

1 1 5)
Y(t)=1t+ §e_t - §cost— §sint.

Per calcolare X (t) potremmo ripetere un procedimento analogo (lo studente
puo farlo per esecizio verificando alla fine che il risultato ¢ lo stesso) oppure
ricavare X () dalla terza equazione del sistema di partenza poiche

1 1 5
X(t)=Y'(t) = 1——e_t+—sint—§cost

2 2
e quindi calcolare Z(t) dalla prima equazione
1 1 5
Zt)=X'(t) —et = —§e_t +5cost + Ssint.

Esempio 3.4.12 Risolvere, utilizzando le trasformate di Laplace, il sequente
sistema di equazioni differenziali

X/(t) + 2V (t) = 2X(¢) + ¢!
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Applichiamo la trasformata di Laplace al sistema:
LIX'(t)] + 2L[Y (t)] = 2L[X(t)] + L[e]
LIY'(4)] = LIX(t)] = —L[Y (¢)] — L[e'].

Poniamo, come al solito, z(s) = L[X(t)] e y(s) = L[Y (¢))]:

s(s) = X(0) +2y(s) = 2z(s) + - i 1
sy(s) = Y(0) — a(s) = —y(s) — - i 1
(S—Q)x(s)+2y(8)=—1+si1 - i:i
—x(s)+(s+1)y($)=1—si1 - jii

Per risolvere questo sistema lineare usiamo la regola di Cramer. Calcoliamo
prima il determinante della matrice dei coefficienti

det(S_Q 2 ):(s—2)(s+1)+2:32—s:3(3—1)

-1 s+1
quindi
9 _
° 9
s—1
-2
> 1 s+1
_ls— _
*(s) = s(s—1) N

(s+1)2—5)—2(s—2) 6—s5—s
s(s —1)2 Cos(s—1)2°

La funzione z(s) ammette la seguente scomposizione in fratti semplici:

A B C
+ +

dove



CAPITOLO 3. LA TRASFORMATA DI LAPLACE 89

6 _ 2
Belmi8757% _ 7
s—1 ds s
6 _ 2
C=lim-—>"% _4
s—1 S
Pertanto
6 7 4

) =S~ T1t oy

Ripetiamo lo stesso procedimento per y(s) :

2—5
-2
§ s—1
-1 S_i
_ s — _
y(s) = s(s—1) -

(s—2P+(2-5) s*—5s5+6

s(s —1)2 os(s—1)2 7

La funzione y(s) ammette la seguente scomposizione in fratti semplici:

(s) A+ B n C
s) = —
s s—1 (s—1)2
dove ) s 6
§° — 985+
A=1 =6
s—0 (s —1)2
2 _
B—lim L5706 4
s—1 ds S
2 _
C=lm® —25T0
s—1 S
Pertanto
6 5 2

) =St o
la soluzione del sistema di equazioni differenziali e
X(t) =6—Te" + 4tet

Y(t) =6— 5l + 2te'.
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Applicazione alle equazioni integrali

Un’equazione integrale ¢ un’equazione avente la forma
b
Y(t) = F(t) —i—/ K(u,t)Y (u)du

dove F(t) e K(u,t) sono date, a e b sono costanti note o funzioni di ¢ e la
funzione Y (¢) che compare sotto segno di integrale deve invece essere deter-
minata. La funzione K (u,t) ¢ detta anche nucleo dell’equazione integrale.
Se a e b sono delle costanti, I’equazione e detta anche equazione integrale di
Fredholm. Se a € una costante, mentre b = t, ’equazione e detta equazione
integrale di Volterra.

E possibile trasformare un’equazione differenziale lineare in un’equazione in-
tegrale.

Un’equazione integrale particolarmente importante e la seguente

t
Y(t) = F(t) +/ K(t —uw)Y (u)du.
0
Quest’equazione, di tipo convoluzione, puo essere scritta nella forma

Y(t) = F(t) + K(t) « Y (t).

Prendendo le trasformate di Laplace di entrambi i membri, assumendo che
esistano L[F'(t)] = f(s) e LIK(t)] = k(s), si ha

f(s)

y(s) = f(s) + k(s)y(s) o y(s) = Tok(s)

La soluzione puo essere trovata applicando 'antitrasformata di Laplace.
Prima di vedere alcuni esempi sulle equazioni integrali consideriamo il se-
guente esercizio che risultera utile successivamente.

Esempio 3.4.13 Dimostrare che

/O t /0 " P (w)dudy — /0 t(t — W) F(u)du.
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Per il teorema di convoluzione, se f(s) = L[F(t)], si ha

I Uot@s _ u)F(u)du} = LiLiF@E) = 12,

/Ot@ — W) F(u)du = L™ [%] - /Ot /0 F(u)du dv.

Esempio 3.4.14 Trasformare [’equazione differenziale

Allora

Y7(t) — 3Y(t) + 2Y () = 4sint,

i un’equazione integrale.

Procedimento 1. Poniamo Y”(t) = V(t). Allora usando la formula dell’esem-
pio 3.4.13 e le condizioni Y'(0) =1 e Y(0) = 1,

Y'(t) = /Ot V(u)du — 2,

Y(t) = /Ot(t —u)V(u)du — 2t + 1.
Cosi I'equazione differenziale diventa
V() — 3/; V(w)du+ 6+ 2/Ot(t )V (u)du — 4t + 2 = 4sint
da cui si ha
V(t) =4sint + 4t — 8 + /Ot[?) —2(t — u)|V(u)du.

Procedimento 2. Integrando entrambi i membri dell’equazione differenziale
assegnata, si ha

/ot Y7 () = 3Y"(w) + 2V ()] du = [ ' L ein udu

oppure

Y'(t) = Y'(0) — 3Y (t) + 3Y(0) + 2 /t Y(u)du =4 — 4cost.
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Sostituendo le condizioni iniziali assegnate questa diventa
t
Y'(t) — 3Y (t) + 2/ Y(u)du = —1 — 4 cost.
0
Integrando nuovamente tra 0 e ¢, come prima, si ha

Y(t) - Y(0) -3 /t Y (w)du + 2 /t(t — W)Y (w)du = —t — Asint.

oppure

Y(t)+ /t[Q(t —u) = 3]Y (u)du =1 —t — 4sint.

Esempio 3.4.15 Trasformare 'equazione differenziale

Y"(t)+ (1 =t)Y'(t) + e 'Y (t) =t — 5t,

in un’equazione integrale.

Procedimento 1. Posto Y (t) = V(t) e sfruttando le condizioni iniziali Y (0) =
—3 e Y’(0) = 4, si ha, come nell’esempio 3.4.14,

Y'(t) :/OtV(u)du+4,

t
Y() — / (t— w)V (u)du + 4t — 3.
0
Cosi 'equazione differenziale diventa

Vi(t)+ (1 — t)/t Vi(u)du+4(1 —t)+

t
te / (t —u)V(u)du + 4te™" — 3™t =t — 5t
0

che puo essere scritta nella forma

t
V(t)=t"—t—4+3e" —4te? +/ [t —1—e "t —u)]V(u)du.
0
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Procedimento 2. Integrando entrambi i membri dell’equazione differenziale
assegnata, si ha

/0 Y (u)du 1 /0 (1= )Y (w)dut

i /0 Y (u)du = /0 (' — 5u)du.

Integrando per parti nel secondo integrale, si ha

Yﬂﬂ—YﬂD+{O—uﬂﬁMﬁ+Agﬂmm%+

! t* 5t
Y(u)du = — — —
—i—/o e Y (u)du 15
cioe
t t t4 5t2
Y'(t) = Y'(0)+ (1 —t)Y(t) —Y(0) —i—/ Y (u)du + / e Y (u)du = T 5
0 0
oppure
t t t4 5t2
Y'(t)+ (1 —t)Y(¢) +/ Y (u)du +/ e Y (u)du = 7 57 1.

0 0
Un’ ulteriore integrazione tra 0 e t fornisce

t t

Y(t) —Y(0) + / (1 —u)Y (u)du —I—/ (t —u)Y (u)du+
0 0
t 5 3
—1—/0 (t —w)e Y (u)du = ;—0 — 5% +
che puo essere scritta nella forma
! > 5t?
Y(t)+/ 1+t —2u+ (t —u)e ™| Y(u)du = 50 F—i—t—iﬁ.
0

Esempio 3.4.16 Risolvere l’equazione integrale

Y(t) =t* + /Ot sin(t — u)Y (u)du.
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L’equazione integrale puo essere scritta nella forma
Y(t) =t +Y(t) xsint.

Applicando la trasformata di Laplace e il teorema di convoluzione, posto
y(s) = LIY (1)}, si ha

2 ys)
u(s) = s3 s241
risolvendo
2As2+1) 2 2
o= et
e quindi
Y _ L—l _ L—l 2 2 _
(t) = [y(s)] = 3 + i
12 t
- (ﬁ) i @ -
1
=12+ -t
+ 12

Esempio 3.4.17 Risolvere l’equazione integrale
t
/ Yt —u)Y (u)du = 16sin 4t (3.14)
0

L’equazione puo essere scritta nella forma
Y(t) * Y (t) = 16 sin 4¢.

Prendendo la trasformata di Laplace si ha, per y(s) = L[Y ()],

9 64
(y(s))” = 2+ 16
oppure
B +8
SUREES
Allora

Y(t) = L y(s)] = +8Jo(4t)

dove Jy(t) ¢ la funzione di Bessel di ordine zero che abbiamo gia visto a
pagina 82. Cosi
Y (t) = 8Jo(4t)
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Y(t) = —8Jy(4t)

sono entrambe soluzioni dell’equazione integrale (3.14).

Esempio 3.4.18 Risolvere, utilizzando le trasformate di Laplace, la sequen-
te equazione integrale

Y (t) = cosh 2t + /0 't wY (w)du

Applichiamo la trasformata di Laplace all’equazione integrale ponendo, al
solito, y(s) = L[Y (t)].

LIY(t)] = Llcosh 2] + L { /O t(t . u)Y(u)du]

Il secondo addendo a secondo membro e proprio il prodotto di convoluzione
tra le funzioni G(t) =t e F(t) = Y (¢) pertanto la trasformata di Laplace ¢
il prodotto delle trasformate delle funzioni ¢ e Y (¢):

quindi

da cui
s

G EFig

I poli di y(s) sono +1 e +2 pertanto y(s) ammette la seguente scomposizione
in fratti semplici

A L B L C . D
s—1 s4+1 s—2 s+2

Calcoliamo i coefficienti della scomposizione:

A = lim G _ ]
Tt 1)(s2—4) 6
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s3 2
2 (s+2)(s2—1) 3

Si puo infine agevolmente verificare che D = C' quindi

oL 1 2

P = T6s—1) 6(s+1)  3(s—2)  3(s+2)
Quindi

V() = L [y(s)] = —set — 2ot 4 2672 4 22

6" 3 3¢

Esempio 3.4.19 Risolvere, utilizzando le trasformate di Laplace, la sequen-
te equazione integro-differenziale

t
Y'(t) = / cos(t —u)Y (u)du
0
con condizione iniziale Y (0) = 1.

Applichiamo la trasformata di Laplace all’equazione e poniamo, come al

solito, y(s) = LY (t)]

LY'()] =L [ /0 t cos(t — u)Y(u)du]

da cui, applicando il teorema di convoluzione:

o)1= 2
sy(s) (1 — 32:—1) =1
Mﬁzsgl

e anche la soluzione si trova semplicemente

1
}«0:1+§ﬂ
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g K
\_/

Figura 3.7:

Applicazioni ai circuiti elettrici

Un circuito elettrico semplice (vedere figura 3.7) ¢ formato dai seguenti
elementi, collegati in serie con un interruttore K:

1. un generatore che fornisce una forza elettromotrice f.e.m. E (misurata

in Volt);
2. un resistore avente resistenza R (misurata in Ohm);
3. un induttore avente induttanza L (misurata in Henry);
4. un condensatore avente capacita C' (misurata in Farad).

Quando si chiude il circuito, una carica ) (misurata in Coulomb) si trasferisce
alle armature del condensatore. Il flusso di tale carica e definito da

d

Q _
dt

ed e detto corrente (misurata in Ampere se il tempo € misurato in secondi).

Un importante problema da risolvere in questi circuiti e determinare la carica

del condensatore e la corrente in funzione del tempo. A tal fine si introduce
la caduta di potenziale (o di tensione) attraverso gli elementi del circuito:
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a) caduta di potenziale attraverso un resistore:

dQ

RI = R=Y;
dt’

b) caduta di potenziale attraverso un induttore:
I d*Q
dt — de?’

c¢) caduta di potenziale attraverso un condensatore:

Q

C
d) Caduta di potenziale attraverso un generatore:

—-L.

Valgono le seguenti Leggi di Kirchhoff:

1. la somma algebrica delle correnti che fluiscono verso un nodo qualunque
(per esempio A nella figura 3.8) & sempre uguale a zero;

2. la somma algebrica delle cadute di potenziale lungo un qualsiasi circuito
chiuso (per esempio ABDFGH A nella figura 3.8) ¢ sempre uguale a
Zero.

Tenendo conto delle relazioni a), b), ¢) e d) e della seconda legge di Kirchhoff
applicata al circuito in figura risulta:

d*Q aQ Q@
LY gt Y g
@ TPy te 0

d2Q B
dt2 a  C

ovvero

L

Esempio 3.4.20 Un induttore di 2 henry, un resistore di 16 ohm ed un
condensatore di 0.02 farad sono collegati in serie con una f.e.m. di E wvolt,
come mostrato in figura 3.9. Pert =0 la carica del condensatore e la corrente
nel circuito sono nulle. Determinare la carica e la corrente in ogni istante
t>0 se
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A%
N \_/
Cy
R I
| &
1B It p
I
M 1A F
I,
L~ &
Figura 3.8:
)
0.02 Farad
2 Henry -
16 Ohm
AAATAAAYAY,

Figura 3.9:



CAPITOLO 3. LA TRASFORMATA DI LAPLACE 100

a) E =300 volt;
b) E = 100sin 3t volt.

Applicando la seconda legge di Kirchhoff possiamo scrivere

dI Q

— 416+ —— =E.
th + 161 + 0.02 E
ovvero, tenendo conto che I = dQ/dt:
d*Q aQ @
2— + 16—+ — = FE. 1
iz %% T om (3.15)
Le condizioni iniziali sono:
Q0) =0 I(0) = Q'(0) = 0. (3.16)
Applicando la trasformata di Laplace ad ambo i membri di (3.15) segue:
d*Q dqQ 1
2L |—-| +16L | — | + —=L[Q] = L|E]. 1
{dt2}+6 {dt]*@.m @)= LLE] (3:17)

a) L’equazione (3.17) si scrive
(s24(5) — 5Q(0) — Q'(0)) + 8(sq(s) — Q(0)) + 2q(s) = 2.

Isolando ¢(s) e tendendo conto delle condizioni iniziali (3.16) si ha:

5 = 150
1  s(s24+8s5+25)

6  6s+48
s s2+8s+25

6 6(s+4)+24

s (s+4)2+9

6 6(s+4) 24

s (s+4)2+9 (s+42+9

Allora
Q(t) =6 —6e 4 cos3t — 8¢ * sin 3t

I(t) =Q'(t) =50e *sin 3t;
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b) Se E =100sin 3t la (3.17) diventa

150
2 —
(s 4+ 8s+25)q(s) = 219
e
() 150
S = =
1 (s2+ 9)(s2 + 85 + 25)
1B s T 1
026 824+9 52 s2+9 26 (s+4)2+9
75 s+4
52 (s+42+9
Allora
25 75 25 75
Q) = %6 sin 3t — 5 sin 3t + 2—66_4t sin 3t + 5—26_4t cos 3t =

25 25
= £5(2sin3t —3cos3t) + E6—4’5(3 cos 3t + 2sin 3t)

25
Ity = Q') = 5—2(2 cos 3t + 3sin 3t)+
25
—5—26"“(7 sin 3t — 6 cos 3t).

Esempio 3.4.21 Assegnata la rete in Figura 3.10 determinare la corrente
nes vart rami assumendo nulle le corrents iniziali.

Percorriamo i circuiti chiusi KLMNK e JKNPJ in senso orario. Percor-
rendo questi circuiti consideriamo le cadute di tensione positive quando si va
contro corrente. Un aumento di tensione e considerato come una caduta di
tensione negativa. Se [ € la corrente nel circuito NPJK N questa si divide,
nel nodo K, in I; e I in modo tale che I = I; + I (prima legge di Kirch-
hoff). Applichiamo ora la seconda legge di Kirchhoff ai circuiti KLMNK e
JKNPJ, ottenendo rispettivamente:
dl; dl

—10[; — 22 4472 4 20, =0
LTy Ty TV

dI
307 — 110+2d—t1+1011 -0
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30 Ohm 110V
P — AN\ () J
_/
1
10 Ohm 2 Henry I, %
N AN\ NN— ]
I,
20 Ohm 4 Henry

M A/ N\NN— ||

Figura 3.10:
ovvero e e
—5I — — +2—2 + 101, = 0
T
dl
— 4+ 2011 + 1515 =55
qt + 200 + 1oy
con condizioni iniziali I1(0) = I3(0) = 0. Passando alle trasformate di

Laplace e usando le condizioni iniziali segue:

55
(siy — 1,(0)) + 20i; + 15iy = —
S

meglio
(s+5)i1 — (25 4+ 10)is =0
5%)
(s +20)i; + 15iy = —
s

da cui
11 = 222

. 55 1 2 =
lg = ————— = —
> 5(2s+ 55)

s 25455
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I, =1— e —55t/2
L =2—2e5t/2

I =1 +1I,=3—3e %2



Capitolo 4

La Trasformata di Fourier

4.1 Serie di Fourier

E ben noto che una buon numero di funzioni sia rappresentabile, in maniera
pit o meno complicata, in serie di potenze. Comunque questo non e il solo
modo per sviluppare in serie funzioni di variabile reale. Un modo alterna-
tivo e ’espressione di una funzione come somma di seni e coseni. Tali serie
prendono il nome di serie di Fourier. Un punto di forza di tali sviluppi in
serie e che, a differenza delle serie di Taylor, essi esistono anche se le funzioni
presentano punti di discontinuita e non sono differenziabili in qualche punto
del dominio. Inoltre le funzioni trigonometriche sono facilmente differenzia-
bili ed integrabili. Puo meravigliare il fatto che una qualsiasi funzione possa
essere sviluppata, in un determinato intervallo, come somma di funzioni pari
e dispari, tuttavia consideriamo che se F'(x) puo essere scritta nel seguente
modo:

F(z) = 3[F(x) + F(2)] = 5[F(x) + F(~z) + F(z) - F(~a)

Posto

P() = 5[F() + (=)}, D(x) = 3[F(x) ~ F(~)
risulta F'(x) = P(x) + D(z) con P(z) funzione pari e D(z) funzione dispari.
Per iniziare lo studio delle serie di Fourier introduciamo le ipotesi cui devono
soddisfare le funzioni di variabile reale per poter essere sviluppabili in serie.
Tali condizioni sono dette condizioni di Dirichlet e sono sufficienti per la
convergenza della serie di Fourier.

Si dice che la funzione F(x) soddisfa le condizioni di Dirichlet se:

104
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1. F(x) e definita nell’intervallo ¢ < x < ¢+ 2;
2. F(x) e F'(z) sono generalmente continue per ¢ < x < ¢+ 2I;
3. F(z) ¢ periodica di periodo 2I, cioe F(z + 2l) = F(z).

Spesso le condizioni di Dirichlet sono formulate in modo alternativo, ma
perfettamente equivalente, richiedendo che la funzione F(z) sia periodica,
continua tranne che in un numero finito di punti, che abbia un numero finito
di punti di massimo e di minimo e che la funzione sia integrabile in un periodo.
Se la funzione F'(x) soddisfa le condizioni di Dirichlet nell’intervallo [¢, ¢+ 21]
allora in ogni punto x di continuita di F' vale la seguente uguaglianza,

F(z) = % + Z (an Cos nlﬂ + b, sin Zﬂ) (4.1)
n=1

dove le costanti ag, a, € b, sono detti coefficienti di Fourier e sono uguali a

1 c+21
ap = 7/ F(z)dz, (4.2)
1 c+2l
ay = 7/ F(z) cos nlﬂdx, n=12... (4.3)
¢ +21
1 C
b, = 7 / F(z)sin ?dm, n=12... (4.4)

Se x invece € un ogni punto di discontinuita si ha

mm:) (4.5)

_ G,y T T
(F(:E+O)+F(x—0))—2—|—;<ancos ;i + by, sin

1
2 [

dove F(z +0) e F(z — 0) indicano rispettivamente i limiti destro e sinistro
nella discontinuita. Infatti il limite destro della funzione f(z) si indica spesso
con

li_r%f(a:—irs):f(a:jLO), e > 0.

Analogamente il limite sinistro di f(z) si indica con

li_l%f(:c—a):f(a:—()), e > 0.
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Il fatto che e — 0 e € > 0 si indica talvolta per brevita con ¢ — 0. Quindi
ad esempio

lim f(z+¢) = f(z+0), e lim f(z —¢) = f(x —0).

e—0t e—0t
La serie (4.1), o (4.5), con i coefficienti definiti da (4.2), (4.3) e (4.4), si
chiama serie di Fourier di F'(x). In molti casi risulta ¢ = 0 o, meglio ¢ = —[,

cosicche le formule dei coefficienti della serie diventano

1/
ag = 7/ F(z)dx, (4.6)

I
/ F(z) cos #dw, n=12... (4.7)
-1

I
b, = —/ F(z) sin#dx. n=12... (4.8)

Prima di dimostrare quanto appena affermato consideriamo ora alcuni risul-
tati preliminari.

Lemma 4.1.1 Se k € N* allora
! !
/ sin @dw = / coS kLlIdx =0.
1 1

Dimostrazione. Poiche la funzione seno ¢ dispari 'integrale tra —[ ed [ ¢
sicuramente nullo. Supponiamo ora k € N* e calcoliamo il secondo integrale

/lcoslm—xd:c —L li sinkﬂ dr =
1 l kr ) dx l N

B l kmx
krw

I
sin —] =0.0
U

Lemma 4.1.2 Risulta, per m,n € N*:

9

! mmx nmwx ! . mmTx . nmx
COS COS —d.Z' = S1n Sin —d.CL" =
y l l IR l

0 m#n

I m=n#0
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b)

!
/ sin m;rx Cos nlﬂdx = 0.

!

. MTT . NTX

/sm ; sdea::(), m=mn=>0.
-1

d)

!
/ coS m;mc cos#dxz?l, m=mn=0.
-1

Dimostrazione. a) Richiamiamo le seguenti formule trigonometriche:

cos(av + ) = cosavcos f — sinasin 3

cos(a — f3) = cos accos 3 + sin arsin 3.

Sommando e sottraendo (4.9) a (4.10) seguono rispettivamente

cosacos 3 = % [cos(av — 3) + cos(a + )]

sinasinf = % [cos(a — () — cos(a + ()]

Per m # n la a) puo essere riscritta

! mnrx nmT
CoS cos —dx =
_ l l

1 l _ l
2 1) l 1 [
per il lemma 4.1.1. Analogamente, sempre per m # n:

L ommx | nmx
sin sin dez

l

-

l _ !
[/ CoS wdaj—/ CoS wdaj} =0.

107
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Se m = n allora ricordiamo innanzitutto che
2

cos2a = cos?a —sina =2cos?a — 1
cos2a =cos?a—sin®a=1-—2sin’a
quindi
! l l
1 2
/ CoS m;m: CoS #dx = / cos? m;mdx = 5/ [1 + cos m;m:} de =1
—1 -l =l

e analogamente

l l !

1 2

/ sin mre sin @dac = / sin? mﬂmdm = —/ 1 —sin mrr de =1
_ l ) 1 ) 2 ), l

b) Dalle relazioni

sin(a + ) = sina cos B + cos asin 3 (4.11)

sin(a — ) = sinavcos f — cos asin S. (4.12)
segue
sina cos f = % [sin(a — 3) + sin(a + )] .
Allora per m # n

I I

1 _

/ “in m;rx cos mlr:c i — 5/ {sin (m ln)m; + e (m —|—ln)7m: i
—1 —1

e il risultato ¢ una conseguenza del lemma 4.1.1. Se invece m =n

! . mnx MnL 1 /! . 2mrnx
sin CoS de = = sin =0.
4 l l 2 ) [

La dimostrazione dei punti ¢) e d) segue direttamente dal calcolo diretto degli
integrali. [

Teorema 4.1.1 Se la serie

A—i—z <ancos¥ —i—bnsin#)
n=1

converge uniformemente a F(x) nell’intervallo (—1,1) allora, pern = 1,2, ...
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@)

Dimostrazione. «) Per ipotesi

=A+ Z (an cos 2L by, sin #) (4.13)

mnx

l

Moltiplicando ambo i membri per cos e integrando tra —[ ed [ si ha:

I
/ oS m?xF(x)dx :/
1 _

Tenuto conto che, per il lemma 4.1.2,

A+ Z (an cos + b,, sin ?)] cos m;mdzn.

(4.14)

0 m+#n

! mrx nwT Y ommx . nmx
CoS cos —dx = sin sin —dx =
1 l l 1 ) l

I m=n

1
/sinmﬂxcosnlﬂdx—o m,n=1,23,...

-l
la relazione (4.14) diventa

! I
/ Ccos m;mF@)dJ: = A/ cos m;m: dr+

—1 —1

l

00 !
mmx x mmx
+Z {an/lcos ;T cos%dw%—bn/ CoS ;T sin#dw}:
n=1 - -

l
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Quindi

1 [
am:7/ F(:E)cosm;mdac m=1,2,3,...
—
) Moltiplicando la relazione (4.14) per sin 7%, integrando tra —[ e [ ed
applicando le relazioni gia viste abbiamo:

! !
/ sin m;xF(x)dx = A/ sin m;rx dx+
-1 -l

l

oo l
+Z {an /l sin m;rx COS nlﬂdx + b, /l sin m;m sin #dm} =
n=1 - -

= byl m # 0.

Quindi
1/
bmzj/ F(x)sinm;rxda; m=1,2,3,...
-1
v) Integriamo ora la relazione (4.13) tra —[ ed [, e tenendo conto del lemma

4.1.1 otteniamo

l !
/ F(z)dx =2Al = A= % F(z)dx.
—1 -l

Ponendo m = 0 nel risultato «) si ha:
1/
aoz—/ F(z)dz; A=—.0O
L), 2

Osservazione. 1 risultati ora ottenuti valgono anche se i limiti di integrazione
sono sostituiti da ¢ e ¢+ 2[. Osserviamo anche esplicitamente che I'ipotesi di
convergenza uniforme e intervenuta nell’integrazione termine a termine della
serie.

4.1.1 Forma complessa della serie di Fourier

In forma complessa la serie di Fourier (4.1) e i suoi coefficienti possono essere
scritti cost:

“+oo
F(z) = Z ™ T

n=—oo
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dove, ponendo ¢ = —I
1 [
Cp = E/z F(z)e ™1 dx
Infatti
“+o0o
> e = % e Yo -

o oo
=cy+ E c_pe FT 4 g cpet T =
k=1 k=1

=co+ Y [eore™ T 4 cpe*T] =
k k
_co—i-Z{ C_p + g cos%—i-b(ck—c k)sing}.

Vediamo ora di esplicitare I’espressione dei coefficienti di tale ultima formula.
Innanzitutto osserviamo che

1 ! aop
=— | F(x)de = —
=5 l (z)dz 5
Inoltre l
1
i+ =5 F(z) [e*T + e do =
l
1
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Quindi risulta c_j + ¢, = a.

1 l T ™I
ey —cp) = o F(z) [e*T —e*7 ] do =
-1
1/ k
=ty y F(x) (—2L sin %) dr =

1 [
= 7/ F(x) sink%xdx.
-l

Poiche risulta t(cy — c_x) = by, le due diverse formulazioni della serie di
Fourier sono equivalenti.

4.2 Trasformata discreta di Fourier

Abbiamo visto che, se F(x) soddisfa le condizioni di Dirichlet nell’intervallo
| —1,1], allora in ogni punto di continuita di F(x):

+oo
F(z)= Y e (4.15)
dove
1 l nmTT
cn:ﬂ/lF(:ﬁ)e—L U dx
Posto

I
f(n) = / F(z)e ™" T dx (4.16)

allora F'(x) si scrive

F(z) =5 > fn)e T (4.17)

La (4.16) prende il nome di trasformata discreta di Fourier e spesso viene
indicata con f(n) = F{F}, mentre F(z) si chiama antitrasformata discreta
di Fouruer.
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Se x non ¢ punto di continuita allora nella (4.15) F(z) va sostituito con
(F(x+0)+ F(x—0))/2.

4.2.1 Trasformate finite di Fourier

Riconsideriamo ora lo sviluppo di Fourier di F(z), —I < x < [, nella formu-
lazione (4.1) con i coefficienti dati in «), ) e 7) ovvero

00
nmx

_ RIE o P
F(m)—2+;<ancos ;i + b, sin l>

dove
1 [
ag = 7/ F(z)dz,
-l
1
a, = —/ F(z) cos @dx,
1) l
1/ nmx
b, = —/ F(x)sin de,
1), l
e facciamo I'ulteriore ipotesi F'(x) dispari. In questo caso F'(x)cos "% ¢ una
funzione dispari per ogni n € N mentre F'(z)sin “7* ¢ una funzione pari per

ogni n € N. Conseguentemente

an, =0 n=20,1,2,...

mentre 5 i
b, = 7/0 F(x)sin @d:p. (4.18)
Pertanto -
F(z) = ansm@
n=1

con b, definiti da (4.18).
Definiamo ora

l
fs(n):/0 Fla)sin ™04z, n=1,2,... (4.19)
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allora 9
bn = 7f8<n)

e percio si scrive

Z fo(n)sin W (4.20)

La (4.19) prende il nome di trasformata finita seno di Fourier di F(z) per
0 < o < [l e viene spesso indicata con F{F'}, mentre la (4.20) si chiama
antitrasformata finita seno di Fourier di fs(n).
Assumiamo ora che F'(z) sia pari. In questo caso la funzione F(z)sin *7* ¢
una funzione dispari in | —[,[[ e la funzione F'(z)cos ®f* ¢ pari in | — 1, 1], e
pertanto b, = 0 per ogni n. Conseguentemente

nmwT
+ E @y, COS ——

con l
2
an:—/ F(z )cos@dx
L Jo l
Posto
I
fe(n) = / F(x)cos @dz, n=12... (4.21)
0
risulta 9
an = 7f0<n)

e di conseguenza

F(z) = -f.(0)+ - Z fe(n) cos —. (4.22)

La (4.21) prende il nome di trasformata finita coseno di Fourier di F(z) per
0 < z <[, e viene indicata con F.{F'}, mentre F(z) si dice antitrasformata
finita coseno di Fourier di f.(n) ed ¢ indicata normalmente con F~{ f.(n)}.
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Esempio 4.2.1 Determinare la serie di Fourier per la funzione

2z 0<z<3

0 —3<x<0

di pertodo 6.

I 1] [
by, =3 /_3F(x)sinngﬂdac:§[/o 2xsin?dw1:

1 r r3
R —— / ini <cos _mm:) dx} =
3 1)y  nmdr 3

-2 0 nwx |3 3 nmT
= — |zcos—| — cos —dx| =
nm | 3 1o Jo 3
-2 0 3 . nmx|3
= — |[3cosnm — — sin — =
nm | nm 3 lo
—6
= — CcoSNnT
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y A
// 2 L,
/ /7
// //
S :
7 ] 1 -
7 7 €T
// //
// ’/
7 _9 d
Figura 4.1:
Quindi in definitiva
3 > 6 nwT 6 nwx
Flz) == ———(cosnm — 1)cos — — — cosnmwsin — | .
(z) 2+; |:(TL7T)2( m=1) 3 nm " 3

Esempio 4.2.2 Sviluppare la funzione F(x) = x, per 0 < x < 2:
a) in serie di Fourier di soli seni;
b) in serie di Fourier di soli coseni.

a) Per sviluppare F(x) in serie di soli seni é necessario che F(x) sia periodica
e dispari. Estendiamo quindi la definizione di F(x) a quella di funzione
dispari di periodo 4 (e quindi l = 2, vedere figura 4.1).

Possiamo ora scrivere per F(x) lo sviluppo

dove
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ovvero

2 ( 2 1. nrw 2) 4 cosnm
=——|2cosnm — — [SID—} = —
nmw nmw 2 nmw

> 4dcosnmt\ . nrx
F(z) :Z<— s )sm 5 =

n=1

b) Per sviluppare F(z) in serie di soli coseni é necessario che F(x) sia pe-
riodica e pari. Estendiamo quindi la sua definizione a quella di funzione pari
di periodo 4 (e quindi | = 2, vedere figura 4.2).

Allora .
F(z) = % —i—nzzgancos?
dove
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y A
2
N , N ’
\ , \ ’
AN P N /
AN —2 2 NN
> ] I < >
x
Figura 4.2:
€ 2
2
a, == / F(x)cos@dx:
2/, 2
2
= / T COS @dz =
0 2
[ 2 . onmz\1°° 2 [ nm
= |z | —sin—— - — sin ——dx =
| \n7m 2 oo DT Jo 2
| —4 cog T 2 B
|\ n2n? 2 0
4
= ——(cosnm —1).
n2m
In definitiva
F(x) —1—|—i ! (cosmr—l)cos@—
B — n2m? 2

> 1 2%k + 1
:1—%2 cos( + >7m.
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Figura 4.3:

Esempio 4.2.3 Sviluppare la funzione F(z) = sinz, 0 < x < 7, in serie
coseno di Fourier.

Poiche per ottenere uno sviluppo in serie di soli coseni F(x) deve essere
periodica pari effettuiamo un’estensione pari di F(x) di periodo 2w (vedere
Figura 4.3).

Risulta allora

F(z) = %—I—Zancosnlﬂ
n=1

con l =m. Quindi
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9 [l
a, =- /F(w)cos#d:c:
0

s
=— / sin x cos nxdxr =
0

- /07T (sin(z + nx) +sin(x — nx)) dv

120

n+1 n—1

2(1 4 cosnm)

= 7 > 2.
t(n?2—1) ’ "=
Se n=1 allora
2 /7r ) 2 sin2z|"
a = — sinx cosxdr = —
T Jo T 2 |,
In definitiva
2 2 1
Flz) =——-— +QCOSWT cosnx =
T m ns—1
_2 4 cos2x+cos4x+cos6x
o ow|22—-1 42-1 62-1

Esempio 4.2.4 Determinare
a) la trasformata finita seno di Fourier
b) la trasformata finita coseno di Fourier

della funzione F(z) =2z, 0 < x < 4.

| [1—cos(n+1)7T . cos(n—l)ﬂ—l} _

=0.

ro|
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a)
! nmwx

4
:/ 21 sin 2L dy =
0 4
—cosnmz /4 —sinnma/4\]*
_ g (SRR o (ZTERNTE/ZN
nm /4 n?m2/16 0
32
= —— COSNT;
nm

b) sen >0

FAF} = f.(n) = / F() cos o i —

4
:/ 21 cos 2 gy =
; 4
: 4
_ o sinnmx/4 . —cosnmx /4 _
nr/4 n’m?/16 0
cosnm — 1
:32—n27r2

Sen=0 .
fe(0) = / 2xdx = 16.
0

Le trasformate seno e coseno di Fourier possono essere applicate anche a
funzioni in due variabili U(x,t). in questo caso la trasformata di U(x,t) & una
funzione che dipende dalla variabile ¢ e dal parametro n, numero naturale,
cosicche scriveremo

u(n7t) =F. (U(xvt)) )

oppure
u(n,t) = Fs (U(x,1)).

Infatti una delle principali applicazioni delle trasformate di Fourier e la riso-
luzione di equazioni alle derivate parziali del secondo ordine. Nei successivi
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esercizi vedremo di determinare le trasformate seno e coseno di Fourier per
tali derivate.

Esempio 4.2.5 Determinare

0
a) la trasformata finita seno di Fourier di —;

ox

ou
ox’
dove U(z,t) € una funzione definita per 0 < x <l et > 0.

b) la trasformata finita coseno di Fourier di

a) Per definizione la trasformata finita seno é

oUu LoU . nmx
fs<a—x) —/0 a—xSlHTCZ{L‘—

! l
= [U(x, t) sin m} - m/ Ul(x,t) cos DT e =
l 0 l 0
s
Dunque
ou nm
=) =_= : 4.2
7 (5) = -"rrw) (4.23)

b) la trasformata finita coseno di Fourier é

ou YoUu  nrmx
cl — = —_— —d =
F (895) o cos ——dz
1 l
= [U(m,t) cos m} —i—T/ U(x,t)sin MY
l 0 l 0 l

ovVETo

F. (g_;]) = nTW]:S(U) —[U(0,t) = U(l,t) cosnr] . (4.24)
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Esempio 4.2.6 Risolvere il problema precedente per —;

ot
oU YoU | nmx
fs(%) —/OESIHTCZ:L’—
!
—% i U(m,t)smnlﬂ:
d

Analogamente

ou d
A (%) - L

Da questi esempi si puo inoltre ricavare che
02U d?
c\ 5,5 | — _fc U
F ( ot? ) gz 7eV)

0*U d?
./TS (W) = @ZFS(U)

Esempio 4.2.7 Risolvere il problema dell’esempio 4.2.5 per la funzione

o
ox?’

: ou :

a) Sostituendo I ad U nelle formule (4.23) e (4.24) dell’esempio 4.2.5
st ha:
0*U nw oU
f(a?) R (%) B
n?m?

— _Z_QfS(U) + %U(O,t) — ?U(l,t) COS M.

0*U n ou
F. (W) - T]—"s (%) — [U(0,t) — Uy(l,t) cosnm| =

n?m?

= —l—2.7:c(U) — [U.(0,t) — U,(l,t) cosnr] .
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Nel seguente esercizio applicheremo le trasformate di Fourier ad un’equazione
alle derivate parziali. Osserviamo che la scelta sull’uso della trasformata seno
o coseno dipende esclusivamente dalle condizioni al contorno note. Infatti se
conosciamo la funzione U(z,t) ai bordi del dominio, cioe per . =0 e z = [,
allora si deve applicare necessariamente la trasformata seno che dipende da
tali valori. Se, al contrario, si conosce il valore della derivata parziale U, (x,t)
per x = 0 e x = [ allora si deve utilizzare la trasformata coseno.

Esempio 4.2.8 Usare le trasformate finite di Fourier per risolvere [’equa-
zione

w_ou
ot Ox2
U0,t) =0
U(4,t) =0
U(z,0) =2z

conD<z<4det>0.

Prendendo la trasformata finita seno di ambo i membri dell’equazione asseg-
nata (con l =4), abbiamo

oU 0*U
7(%) =7 (3)

Posto u(t,n) = Fs(U) e tenendo conto dell’esempio 4.2.6

ou d

Applicando ora l'esempio 4.2.7 abbiamo

0*U nm oU
f(%) s (a_)

F. <8U) — Hf’s(U(x’t)) +U(0,t) — U(4,t) cosnm =

Per l’esempio 4.2.5

o 4

= Z—Wu(t, n).

In definitiva si deve risolvere [’equazione
du n?m?
_ = — u

dt 16

(t,n)
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ottenendo
u(t,n) = u(0,n)e "™ /10
dove 29
—32cosnm
0 =F:(2r) = ——.
u(0,n) = Fi(2r) = 2
Quindi

—32cosnm 2 2
u(t,n) = —————¢ /16,
nmw

In definitiva

2 o= —32cosnm Cn2r2/16 . ML
U(I‘,t) :Z;Te SIHT:

16 cos N nmwr
X /= sy _
T n

n=1

Esempio 4.2.9 Usare le trasformate finite di Fourier per risolvere il prob-
lema ai valori al contorno
ou 0*U
ot o2
con U(x,t) soggetta alle sequenti condizioni iniziali U(0,t) = U(6,t) = 0, per
t>0e
1 0<x<3
U(z,0) =
0 3 <z <6.

Dobbiamo utilizzare la trasformata finita seno di Fourier con | = 6, quindi
applicandola all’equazione alle derivate parziali otteniamo

ou 0*U
Fs\| = ) =Fs | == |-
ot o0z
Poniamo u(t,n) = Fs(U) e otteniamo la sequente equazione differenziale
ordinaria omogenea a coefficienti costanti

du n2m?

dt 36

u(t,n)

che ammette come soluzione generale

u(n,t) = Ce ™™1/30



CAPITOLO 4. LA TRASFORMATA DI FOURIER

con C' costante da calcolare. Poiche
u(n,0) = Fe(U(z,0)) = Fs(U(z,0)) = C

dobbiamo calcolare la trasformata seno della condizione iniziale

6
Fs(U(z,0)) = /U(a:,O)sinne)ﬂdg;:
0

3 nmx
= sin —dx =
0 6

nmrxl3 6 nm

_ 0 [—cos—] -2 [1—008—].

nmw 6 lo nm 2

La soluzione dell’equazione differenziale é quindi

6
u(n,t) = —[1 — cos %] —nimt/36
nm

mentre la soluzione del problema iniziale cercata é

—_

=6 nmwT
_ 2
= E —l—cos ] A6 gin — =
mr 6
n=1

w

126
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Esempio 4.2.10 Usare le trasformate finite di Fourier per risolvere il prob-
lema a1 valori al contorno

0*U 0*U

o 022
dove la funzione U(x,t) é soggetta alle sequenti condizioni iniziali: U(0,t) =
U(1l,t) =0, pert >0 e

ou
U(x,0) =0, E(Z‘,O) = 3x

con 0 <x <1.
Applichiamo la trasformata finita seno all’equazione assegnata (con 1 = 1),

ottenedo P2 2U
f(w) = (a_)

Poniamo u(t,n) = Fs(U) e otteniamo che il primo membro é uguale a
0*U d>

mentre il secondo diventa

2
Fs (3 U) = —n?*m*u(n,t)

9z

cosicche si deve risolvere ora la sequente equazione differenziale ordinaria
omogenea a coefficienti costanti

d?
d_tg = n?r2u(t,n). (4.25)

Il polinomio caratteristico dell’equazione (4.25) é
N —n?r?t=0

che ammette due radici realt distinte A = +nm, cosicché essa ammette come
soluzione generale una combinazione lineare di esponenziali:

u(n,t) = Ae"™ + Be "

con A e B costanti da determinarst utilizzando le altre condizioni iniziali
note. Infatti

Uz,0)=0 = u(n,0)=F,(U(zx,0)) = F,(0) =0
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quindi

u(n,0)=A+B=0 = A=-B
e la soluzione puo essere scritta come
u(n,t) = Ae"™ — Ae "™,
Inoltre, poiche

ou , ou
E(m,O) =3z = u(n0)=F, (W(x,o)) = F.(3z).

Calcoliamo quindi la trasformata seno della funzione 3x:

1 1
Fs(3z) = / 3xsin(nrr)dr = 3/ zsin(nrz)dr =
0 0

1
= % [~ cos(nm)]y + %/0 cos(nmx)dr =

: 1
= cos(nm) + o [sin(nrzx)], =
3 3
= = —(—1)"*
— cos(n) mr( )
Quindi
u'(n,t) = Anme™™ + Anme "™
e 0
u'(n,0) =2Anr = A= w(n,0)
2nm
cosicche 3
= —1)" L,
2n27r2( )
In definitiva la trasformata di Fourier u(n,t) é
3
— n+1/ nmnt —nmnt
U<TL7 t) - IN2 72 (_1> (6 te )

mentre la soluzione cercata é

G 3 n nm —nTm :
Ulx,t) =2 Z W(_l) e e "™ sin(nmx) =
n=1

- (_ 1)n+1 nmt —nmt] o
=3 Z 53 [e"™ 4 e7"™| sin(nmx).
n=1
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Esempio 4.2.11 Usare le trasformate finite di Fourier per risolvere il prob-
lema ai valori al contorno

ou 0*U

ot Ox?
con U(x,t) soggetta alle sequenti condizioni iniziali: U,(0,t) = U,(6,t) =0,
pert >0 e U(z,0) =2z, per 0 < x < 6.
Dobbiamo utilizzare la trasformata finita coseno di Fourier con | = 6, quindi
applicandola all’equazione alle derivate parziali otteniamo

oUu 0*U
Fel = | =F\| 55 )
ot 0z?
Poniamo u(t,n) = F.(U) e olteniamo la sequente equazione differenziale
ordinaria omogenea a coefficienti costanti

2.9 2 2
dv _ _nm u(t,n) + Uy (6,t) cos(nm) — U,(0,t) = _ngg

dat 36

u(t,n)
che ammette come soluzione generale
u(n,t) = Cle~m'mt/36
con C' costanti da calcolare. Poiche
u(n,0) = Fe(U(x,0)) = Fe(U(z,0)) = C

dobbiamo calcolare la trasformata coseno della condizione iniziale

6
F.(U(x,0)) = /Zxcosn(aﬂdx—
0
6
:2/ xcos@dx:
0 6
12 o onmxl6 12 /6, nwx
:—[xsm—} - — sin —dx =
nmw 6 lo nm )/, 6

72 nmx]6
22 [C S ]
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mentre se n = 0 la trasformata coseno di Fourier vale

6
/ 2xdx = 36.
0

La soluzione dell’equazione differenziale é quindi

u(n,t) = — 1]6’"2”2”36

mentre la soluzione del problema iniziale cercata é

I 72 252
Uz,t) =6+ 3 ; 3 [cos(nm) — 1]e™™ ™ /36 cos %

Esempio 4.2.12 Usare le trasformate finite di Fourier per risolvere il prob-
lema ai valori al contorno

ou 0*U

ot 02
con U(x,t) soggetta alle sequenti condizioni iniziali: U,(0,t) = U,(2,t) =0,
pert>0e
o T 0<z<1
_(xv 0) =

ot 2—x 1<z <2

Dobbiamo utilizzare la trasformata finita coseno di Fourier con | = 2, quindi

otteniamo s 22U
7(%) =7 (&)

Poniamo u(t,n) = F.(U) e otteniamo la sequente equazione differenziale
ordinaria omogenea a coefficienti costanti

du n?m?

dat 4

u(t,n)

che ammette come soluzione generale
2.2
u(n,t) = Ce ™™t/

con C costanti da calcolare. Poiché

n’n?

. C—fc(aa—lt](x,O)) -~ =7 (%—Z(:c,())).

C
n2m?

u'(n,0) = —
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Calcoliamo quindi la trasformata coseno della Uy(x,0):

oU ! nmT 2 nmwx
Fe. (E(%O)) = /0 x cos de + /1 (2 — ) cos de =

2 . nmx]l 2 Vo
= — [xsm—} S — sdeaﬂ—
0

nmw 2 lo nm
2 2 [2
+— [(2 — x)sin @} — / sin o -+
nm 1 nm Jy
2 nmw n 4 [ mra:] 1
= —sin— cos
nm 2 n2m2 2 1o
2 nmw 4 [ mrm} 2
——sin — cos =
nm 2 n2m? 2 11
B 4 1  nrx 4 nwry]
= g [0S 1} -5 [cos(mr) — cos T} =
4 7 nwx 1 (n) + mra:]
= cos — 1 —cos(nm) + cos —| =
n2w? L 2 2
4 T nmwIT
= o _2 cos —— — 1-— cos(mr)] :
La costante C' wvale
16
C= g [2cosn2ﬂ —1- cos(mr)] .

Invece se n =0 la trasformata coseno di Fourier vale

2 1 2
/ Ui(x,0)dx = / xdr + / (2—z)dx =1
0 0 1

16
u(n,t) = g [2 cos % -1- COS(HT()} et

quindi

mentre la soluzione cercata é

1 1
Uz, t) = 5~ 162 T [2 cos ? —1- cos(mr)} e~/ cog _n72rx
=1
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Esempio 4.2.13 Usare le trasformate finite di Fourier per risolvere il prob-
lema a1 valori al contorno
02U B 0*U

o2 " 0a?
con condizioni iniziali: U(0,t) = U(2,t) =0, pert >0 e
1
Ui(z,0) =0, U(z,0) = 2—0x(2 —x)

con 0 < g <2.
Applichiamo la trasformata finita seno all’equazione assegnata (con | = 2),

ottenedo 9207 020
f(%) =7 (a—)

Posto u(t,n) = Fs(U) si deve risolvere l'equazione differenziale del secondo
ordine

d’u In2n?
ae =g e
il cui polinomio caratteristico é
9n2 2
A+ 47T =0

che ammette due radici complesse coniugate X = +13nw/2, cosicche essa
ammette come soluzione generale

3nmt 3nmt

u(n,t) = Asin + B cos

con A e B costanti da determinarsi. Poiché

w(n, 0) = Fo(U(z,0)) = F. (%l«(z _ x))

quindi

mentre
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quindi poiché u'(n,0) = 0 deve essere A = 0. Calcoliamo quindi la trasfor-
mata seno della condizione iniziale U(z,0):

1 [* . nmx 1 [, . nmx
rsin —dx — — z° sin

- d.
10 J, 2 20 J, 2

Calcoliamo separatamente i due integrali:

2 oz 2z nrr]? 2 2 nwx
rsin —dr = |——cos——| + — cos —dx =
0 2 0 2

nmw 2 |, nmw
4 4 . onwxl? 4
= ——cosnm + 55 S —(F—| = ——— COSNT.
nmw n2mw 2 lo nmw

1l secondo integrale é:

2, . nmx 222 nrz]® 4 [? nwx
r°sin ——dr = |———cos——| +— [ xcos——dr =
0 2 nmw 2 |, nm/ 2

8 n [ . mrxr 8 /2 . nmx
= ——cosnm T sin — sin — =
nm n?m? 2 lo n2n? ), 2
8 L 16 [ mrx] 2
= ——cosnm Cos =
nm n3m3 2 1o
16 [ 1
= cosnm — 1| — — cosnm
n3m3 nw
La costante cercata vale pertanto
2 4 2
B =———cosnm — ——=|cosnm — 1|+ — =
Sn 5n37r3[ ] Sn
= W[l — COSTWT].

In definitiva la trasformata di Fourier u(n,t) é

3nmt

u(n,t) = [1 — cosnm] cos

5n3ms
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mentre la soluzione cercata é

3nmt . nn2

= 4
Uz, t) = Z P33 [1 — cosnm] cos 5

n=1

S ——.
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