Equazioni Iperboliche

Le equazioni iperboliche rappresentano probabilmente |la classe che
descrive il piu ampio numero di fenomeni in diversi campi della fisica
fisica (fluidodinamica, acustica, elettromagnetismo e cosi via). Le
equazioni di Eulero per fluidi comprimibili, le equazioni di Einstein
per la relativita generale, I'equazione di Burgers per onde transoniche,
sono esempi di equazioni iperboliche, quasi tutte non lineari.

Auge + 2Bugt + Cuy + Dug + Eur + f(x,t,u) =0
un'equazione e iperbolica se:

B°-—AC>0 = B=0, AC<O.



L’Equazione d’'Onda

LL’'equazione del secondo ordine di tipo iperbolico piu nota €& sicura-
mente I'equazione d'onda:

’U,tt(x,t) — czum;(a:,t) — 07 C 7'_é 07
infatti
A =c2> 0.

LL'equazione d'onda ammette una formulazione come equazione del
primo ordine:

ut(x,t) + cug(x,t) = 0, c € R.



Infatti derivando l'equazione rispetto al tempo:

0%u 02u
— +c = 0,
Ot2 otox
e rispetto allo spazio
02 02w
—— = 0.
ot0z + Con2

Sostituendo la derivata mista nella prima equazione si ricava appunto
I’equazione del secondo ordine.



In entrambe le equazioni c rappresenta una costante prefissata, cioe la
velocita di propagazione dell’'onda (per un’onda sonora che si propaga
nell'aria il valore ¢ & pari a circa 340 m/sec, in genere il valore dipende
dal tipo di onda).

La funzione u(x,t) esprime I'ampiezza dell’onda, una misura della
sua intensita in funzione della posizione x al tempo ¢t. Per un’'onda
sonora nell’aria u(xz,t) esprime la pressione dell'aria in diversi punti
dello spazio, per una corda vibrante esprime |lo spostamento fisico
della corda rispetto alla posizione di riposo.



Ovviamente se il dominio spaziale & bidimensionale (I'onda si propa-
ga nel piano zy) l'equazione d'onda pud essere conseguentemente
modificata:

’U,tt(x,t) — 62(u$$($7t) + uyy(wﬂf))a ($7y) cD C RQ-



Il problema ai valori iniziali (Problema di Cauchy)

Si tratta di trovare una funzione u(z,t), definita e continua per x €¢ R
e t > 0, che soddisfi I'equazione delle onde per x € R et >0 e le
condizioni iniziali:

u(z,0) = fi1(z) reR

ut(z,0) = fo(x) z € R,



u(z,0) = f1(z) O ut(xz,0) = fo(x)
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Il problema ai valori iniziali e al contorno

Assegnata una costante L > O si deve trovare una funzione u(x,t),
definita e continua per 0O < x < L e t > 0, che soddisfi I'equazione
delle onde per O<x < L et > 0 e le condizioni iniziali:

u(z,0) = f1(z) 0<z<L
ut(z,0) = fo(x) 0<z<L
u(0,t) = g1(¢) t>0

w(L,t) = go(t) t > 0.



u(0,t) = g1(1)

u(L,t) = g2(t)

u(z,0) = f1(2),u(x,0) = fa(2)
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Anche per le equazioni iperboliche le funzioni che definiscono le con-
dizioni iniziali devono soddisfare le condizioni di omogeneita agli angoli

del dominio:

f1(0) = g1(0), f1(L) = g2(0), f2(0) =g41(0), f2(L) = g5(0).

g1(1)

g2(1)

O

@
fl(x)an(x> L
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La formula di D’Alembert

LLa risoluzione per via analitica del problema di Cauchy & possibile
effettuando il seguente cambio di variabile:

£ =z +t, Yp=x—t
supponendo ¢ = 1 e definendo la funzione
1 1
UE ) = ulw(€ ), 16 ¥) = u (SE+ ) SE - ).

Osserviamo innazitutto che
92U
= 0.
0E0Y
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Infatti
oU  Oudx  Oudt 10u 10u

9 000t 0toe 205 T 20t
e, calcolando la derivata parziale seconda:
U _ 196 Oy 9
oEdYy 20y ldx  Htl

_ 1[0 82u+32u 4 o 0%u | 0%u\| _
2|9y \9x2  Oxot o \otdxr  ot2 )|

—1-1£+182u 10%u 10%u
© 2(20z2  20tdr  20xdt 2 0t2

L'uguaglianza a zero deriva dall'ipotesi che la funzione u(x,t) soddisfa
I'equazione d’'onda e dall’'uguaglianza delle derivate parziali miste.
12




Poiche Z/{w — O possiamo considerare la derivata Z/{g come funzione
della sola variabile & quindi integrando rispetto a v si ottiene:

Us = F1(§)

e, integrando nuovamente rispetto a &:

£
U(E, ) = /O Fy(2)dz + G (),

dove F71 e Go sono due funzioni arbitarie differenziabili. Posto

13
G1(8) = /O F1(2)d>
risulta

U, ) = G1(&) + Ga(v).
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Tornando alle variabili x e t si ha che |la soluzione deve essere:

u(z,t) = G1(x +t) + Go(z — t).
Sostituendo le condizioni iniziali risulta:
u(z,0) =Gi(x) + Go(z) = f1(x)

ut(z,0) = G (x) — G5(z) = fa(x).
e, differenziando la prima equazione:

G (x) + Go(z) = f1(=)
Si ricava agevomente:

@) = [@ + o)

(@) = [f@) ~ 2]
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da cui, integrando rispetto a x, risulta:

1T T
1) =3 |1@+ [ fa(2)dz
1T T
Ga(e) =3 |1~ [ fa(2)dz]
Sostituendo tali formule nell’espressioni di u(x,t) si ottiene:
1] x+t 1 x—t
wa) =3 |aG+o+ [T |+ [ne -0~ [ e =
1 [ x4t
=5 f1(33+t)+f1(96—t)+/ fz(Z)dZ] :
i —t

che prende il nome di Formula di D’Alembert.

15



Intervallo e regione di dipendenza

Dalla formula di D'Alembert segue che la funzione u(z,t) &€ determi-
nata univocamente in base alla conoscenza delle funzioni f1 ed fo tra
i punti (z—-t,0) e (+¢,0). L'intervallo [T —t,T+ t] viene detto inter-
vallo di dipendenza del punto (z,t). La regione interna al triangolo di
vertici (z,t), (x —t,0) e (x +t,0) ed evidenziata nella figura seguente
si chiama Regione di dipendenza.
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Le rette congiungenti i punti (z,t) e (z —t,0), (z,t) e (x+¢,0) sono
dette rette caratteristiche dell’equazione d’'onda in (&, 1).

Osserviamo che, nel caso in cui il problema sia ai valori al contorno,
la formula di D’'Alembert pu0 essere usata per calcolare la soluzione

solo nel triangolo di vertici (0,0), (L,0) e (L/2,L/2).
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Il caso c#1

Se la velocita ¢ e diversa da 1 allora la formula di D'Alembert ha la
seguente espressione:

1 1 rx+tct
wa,) == |+t + Al —c)+ - [ f)dz
2 2c Jr—ct
mentre le rette caratteristiche hanno equazione:

r =7+ ct, xr =7 — ct.

20



Una proprieta fondamentale € che lungo una delle due rette caratter-
istiche la soluzione & costante rispetto al tempo. Consideriamo infatti
I'equazione d'onda del primo ordine e supponiamo ¢ > 0:

ut +cuy =0

e la retta caratteristica

x(t) =T+ ct.
Derivando u(xz(t),t) rispetto al tempo
da:@u ou ou

_(x(t) )_ Tator " ot e

21



Il metodo delle caratteristiche

Questa proprieta consente di determinare la soluzione in ogni punto
della regione di piano dove e definita |'equazione alle derivate parziali.
Supponiamo che ug(x) sia la condizione iniziale. Tracciamo, nel piano
(z,u) tale soluzione:

22



uo(T)

u(z,0) = up(x)

K|
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uo(T)

o
T + ct

w(Z + ct,t) = u(x,0) = up(T)
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uo(T)

w(Z + ct,t) = u(x,0) = up(T)
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uo(T)

K|

w(Z + ct,t) = u(x,0) = up(T)
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uo(T)

w(Z + ct,t) = u(x,0) = up(T)
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Osservazioni sul Metodo delle Caratteristiche

Nel caso in cui la velocita c & positiva (e I'onda si propaga a velocita
costante verso destra) le curve caratteristiche sono rette parallele:
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Se la condizione iniziale & discontinua (per esempio presenta un salto)
allora anche la discontinuita si propaga alla medesima velocita dell’'on-
da.

L'uso del metodo delle caratteristiche non crea problemi alla risoluzione
di problemi con condizione iniziale non continua.
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Il metodo di Lax-Friedrichs

Un primo modo per risolvere numericamente |I'equazione d’'onda del
primo ordine potrebbe essere quello di approssimare la derivata tem-
porale con la formula alle differenze in avanti e la derivata spaziale
con quella alle differenze centrali, ottenendo la seguente formula:

O o S cAt

J I 2Ax
Tale metodo risulta instabile (basta applicare I'analisi di von Neu-
mann).

(W1 = uj1).
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Il metodo di Lax-Friedrichs consiste nello stabilizzare tale metodo

sostituendo il valore I'approssimazione uf; con il valor medio:

n n
CUjp1 T UG

n
ottenendo la seguente espressione:
_|_]_ . 1 CAt
uj = Sy Fufg) - (g ).

33



Il metodo di Lax-Wendroff

Il metodo di Lax-Wendroff, esplicito, risolve numericamente |'equazione
partendo dall’espansione in serie di Taylor della funzione u(mj,tn—l—At)

rispetto alla variabile temporale e prendendo (ajj,tn) come punto
iniziale:

(At)?

u($j7 tn + At) ~ u($j7 tn) + Atut(xja tn) + utt(ajja tn).

Sostituendo la derivata prima rispetto a t:

2
W tn + ) 2w, tn) — cAbug(ay, ta) + o0

u (x5, tn)

34



La funzione u(x,t) risolve anche I'equazione del secondo ordine, quindi

cAt)?
'u(xj,tn-+-13t)c:/u(mj,tn)-—-cl&tux(ag,tn)-+-£——§—Z—

Le derivate spaziali vengono approssimate usando la solita formula
per um(azj,tn) e quella alle differenze centrali per la derivata prima.

WPt =y

cA\t
J /uj-_‘QZla:(

(cAt)?
(

n n n

uwfiq —ufq)+

35



Posto

cAt
o =
Az
si ottiene lo schema
p)
n+1 _ n e~ n n v n n n
I (W —uf 1) + > (ufyr —2uf +uf )

— g(l + a)u_ g + (1 — a?)ulf - %(1 —Q)ujyy.

36



Condizione di Courant, Friedrichs e Lewy

Supponiamo di dover risolvere numericamente |I'equazione d'onda e
consideriamo ¢ = 1.

L'approssimazione u?+1 dipende, comunemente, da approssimazioni
al livello precedente n, in particolare da u", u?_l e u?_|_1. A loro volta
tali approssimazioni dipendono da altre al livello n — 1, in particolare
da Ujtk.n—1, CON k= —-2,...,2, cosl via. In questo modo procedendo
a ritroso € possibile definire una specie di dominio di dipendenza dis-
creto che contiene tutte le approssimazioni, dal livello O al livello n,

necessarie al calcolo di u?
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Appare ovvio che tale insieme di approssimazioni, che possiamo con-
siderare come se fosse una specie di dominio di dipendenza discreto,

debba avere necessariamente un legame con quello continuo che ab-
biamo definito in precedenza.

Si presentano due possibilita:
1. Il dominio continuo contiene quello discreto
2. Il dominio continuo non contiene interamente quello discreto.

39
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Se il dominio continuo includesse quello discreto questo vorrebbe dire
che |"approssimazione u?"'l e stata ottenuta considerando solo una
parte dei valori da cui dipende il valore teorico u(x;,t,41), Ssicuramente
tale approssimazione numerica non puo essere un valore affidabile. Al
contrario se il dominio discreto contiene quello continuo significa che
la soluzione numerica ha utilizzato effettivamente tutti i dati necessari

(e anche altri).

42



Dal punto di vista matematico si deve richiedere che tale situazione si
verifichi, imponendo opportune condizioni sui passi di discretizzazione
Spaziale e temporale. Infatti € necessario richiedere che la retta carat-
teristica passante per (z;,t,41) intersechi la retta di dipendenza del

metodo numerico.

43



44



La condizione viene verificata se |la retta tratteggiata blu ha un co-
efficiente angolare inferiore rispetto a quello della retta caratteristica
(che in questo caso vale 1), cioe se

At
— < 1.
AN/

Tale relazione prende il nome di Condizione di Courant, Friedrichs e
Lewy.
Se c# 1 allora la condizione diventa

cAt
Az

< 1.
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Un metodo esplicito per I'equazione d’onda

Consideriamo ora I'equazione d'onda del secondo ordine:

ui(z,t) — Cuze(x,t) = 0.

Come al solito si costruisce la griglia suddividendo I'intervallo [0, L] in
sottointervalli di ampiezza
L
€r =
N+ 1
e definendo gli istanti di tempo multipli di un valore At:

r; = jAw, 7 =0,1,2,...,N+4+1, tnh = nAt, n=20,1,2,....

46



Le derivate parziali seconde sono approssimate nel modo consueto:
no_ .mn n
Ujg1 ~ 2UG T U
(Az)?

Uzz(Tj,tn) =~

’I’L—|—1 n n—1
U — Quj —I—uj
(At)?

utt(a:ja tn) =

n+1 A n n—1 n.o_ o,n n
U 2uj —|—uj > Uit 2u‘7 —I—uj_1 _

Ty e (D)2 V

a7



n—+1
U

A 2
n n—1 __ (c t) n n n

Poniamo a = (cAt)2/(Ax)? e ricaviamo w71

u;

J

J

1 _
ntl _ Qu? — u? LI oz(u?q_l — QU? + u?_l)

1 _
Tl = ozu?_l +2(1 — oz)u? + ozu?_|_1 — u? 1
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(mja tn—|—1)

()
<
(:C]—latn) (:Cjatn) ($]+17tn>
O O
(mja tn—l)
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Il primo insieme di valori che & possibile calcolare & u? pero € neces-

sario anche conoscere ul-, poiche i valori 19 sono forniti dalla conoscen-

J J
za della condizione iniziale

u) = u(x;,0) = f1(=;).

50



Il problema & ora quello di approssimare la soluzione nei punti (wj, At):
1 .
u; >~ u(zj, At), j=1,...,N.
Per questo motivo si utilizza I'espansione in serie di Taylor:

2
u(zj, At) ~ u(x;,0) + Atu(x;,0) + (At)

ugt(z4,0).
Poicheé la funzione u(x,t) soddisfa I'equazione d'onda, allora possiamo
sostituire uy con c2ugzz, € le condizioni iniziali per u(z,t) e ui(x,t):

(cAAt)?
2

u(z;, At) ~ f1(x;) + Atfo(z;) + uzz(Tj,0).

51



L'ultimo termine della serie viene approssimato come al solito:

u(x;jq1,0) — 2u(z;,0) + ul(z;—1,0)
(Az)? B

uzz(z,0) ~

_ filzjg) —2f1(xj) + fi(zj-1)
(Ax)?
cosicche si ottiene |la seguente approssimazione:

(cAt)? fr(zjqy1) — 2f1(x;) + f1(zj—1)
2 (Ax)? .

ul =~ f1(z;) + Atfa(z;) +

52



Un metodo implicito per I'equazione d’'onda

Per risolvere |'equazione d’'onda si pu0O discretizzare in modo diverso
la derivata seconda di tipo spaziale:

1
uxw(iﬁjatn) = 5 [uﬂ?ﬂ?(xjatn—Fl) + uxw(xjatn—l)}

n+1 n n—1
U 2u] —I—uj

ut (5, tn) ~

(At)?
+1 —|—1 +1
ey~ 2
— —1 ~1
iyl —2uj sy

U:c:c(xjatn—l) =

(Az)?
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n—l—l n—l—l n—+1 1 —1 -1
Ujq 1 Tujq n T I

2(A:1:)2 2(Ax)?

Sostituendo le approssimazioni nell’equazione alle derivate parziali si
ottiene:

n+1 n n—1 n—l—l n—+1 n—+1 uln T 1 n—1 n—1
U 2uj —|—uj 2u + u; Quj ‘|‘“j—1

J — 2 Yi+1 Jj—1 4 Y41
(At)2 2(Aac)2 2(Ax)?
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Posto

(cAt)?
(At)?
si arriva quindi alla formulazione finale:

p:

—pu?“Lll —(1 +2p)u?+1 —puyill = pu! 1 + (1 —2p)u "} + puly 1+ 2u”

Se |la soluzione numerica € nota ai livelli t, e t,_1 allora, utilizzando
le condizioni al contorno, la formulazione del metodo costituisce un
sistema lineare.

Per calcolare la soluzione al livello t1 si pu0O utilizzare |lo stesso di
approssimazione visto per il metodo esplicito.

55



(Tj—1,tp41) (T, tn41) (Tj41,tn41)
O O O
O
(zj—1,tn-1) (zj,tp—1) (Tj41,tn—1)
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Equazioni Iperboliche non Lineari

L’equazione iperbolica nella forma

ut+ [F(u)]le =0 2 €R,t>0

u(x,0) = upg(x) xr e€R

viene detta in forma conservativa.
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Nell'ipotesi che la funzione F'(u) sia sufficientemente regolare rispetto
a u e a x allora I'equazione pud essere riscritta nella forma

ur + F'(w)ugy = 0 rceR,t>0

u(x,0) = ug(x) r € R

viene detta in forma non conservativa.
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Osservazioni

e La funzione F(u) viene detta flusso dell’equazione;
e Se x € [a,b] allora spesso si aggiunge la condizione di periodicita:

u(a,t) = u(b,t), t > 0.

59



e Gli esempi piu diffusi di questo tipo di equazioni sono I'Equazione
di Burgers:

15
F(u) = —u
(u) =3
e I'Equazione di Kortweg-de-Vries:
3 2
F(u) = ku + —Huz + ﬂuxx;
4n §)

e In questo tipo di equazioni spesso dati iniziali discontinui gener-
ano soluzioni regolari mentre dati iniziali continui possono generare
soluzioni discontinue (shock).
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Dopo aver suddiviso l'intervallo [a, b] di variabilita di x in sottointervalli
[z, z;41] di uguale ampiezza Az (nell’eventualita in cui I'intervallo sia
infinito allora si fissano gli estremi in modo opportuno), si definisce
una decomposizione detta duale di intervalli:

Ax
= ]xa‘—%’ it [ Tt T
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Integrando la forma conservativa dell’equazione iperbolica tra t, e

tn+1 rispetto al tempo e tra T, 1€ 1 rispetto allo spazio si ottiene
2 2
. 1 r. 1
/ I3 u(z, tn41)de — / I3 u(x, tn)dr
r. 1 r. 1
173 173

L ey ) 7 (o) ] =0
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Definiamo I'approssimazione della media di u(x,tn) sull'intervallo I;:

1 T, 1
u = — T3 u(x, ty)dx.
I Ax /a:jl (@, tn)
2

Sia

1 tn—l—l
n —
+1/2 7 Ay /tn i (u (xH%’t)) a

la media sull'intervallo temporale [tn,t,41] del flusso in Tl
2
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Posto

At
o = —
Az
allora la relazione precedente puO essere riscritta come
—n+1 _ _n n _gn
u;j =) —alHy g 5 — HY )]

Da tale relazione si pu0 dedurre il seguente schema numerico

n+1 __
uj =g — o Py n = Py
: : . n+1\ = - : ,
in cui ;?+1/2 = CID(u;?,uj ) e il cosiddetto flusso numerico che

i n
approssima j+1/2°
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Ogni schema numerico (esplicito) pud essere scritto sotto forma

ntl —
J

in cui G € una particolare funzione.

n

u G(U?_l,...,U?_l,Uj,U?+1,...,U?+l)
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Proprieta dei Metodi Numerici

Consistenza
Uno schema numerico & detto consistente se la funzione di flusso

numerica coincide con il vero flusso F' nel caso di funzioni costanti,
cioe:

d(u,u) = F(u), YVu.
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Monotonia
Si dice che uno schema numerico & detto monotono se la funzione G

aumenta in maniera monotona rispetto ad ognuna delle variabili. In
questo caso un tale schema é limitato, cioe:

3C >0 : sup|uj| < C.

J,n
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La condizione di Courant-Friedrichs-Lewy

Per I’equazione iperbolica non lineare la condizione di Courant-Friedrichs-
Lewy diventa
At
[F'(u)|— < 1,
Az

disequazione che e sicuramente soddisfatta se
At 1
< .
Az — max|F'(u)|
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Il passo di discretizzazione temporale deve soddisfare la seguente
disequazione
At< BT
max |F/(u)|
Il problema di tale vincolo € che € molto difficile stimare il massimo di
F'(u), funzione che spesso & non lineare. Spesso viene approssimata
usando il rapporto incrementale tra due approssimazioni successive,
quindi in modo locale, cosicche il metodo numerico diventa a passo
variabile, perche il valore At pud cambiare ad ogni passo temporale.
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Il caso dell’equazione di Burgers

Nel caso dell’equazione di Burgers
1
F(u) = —u?
(u) =
quindi
F'(u) = u.

Osservazione. Le caratteristiche sono rette ma non parallele.
Osservazione. Il comportamento delle soluzioni & simile al caso delle
equazioni paraboliche, quindi si pud ipotizzare che il massimo di u(x,t)
coincida con il massimo della condizione iniziale:

max |F'(u)| = max |u(z,t)| = max lu(x,0)].
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Lo Schema di Lax-Friedrichs

La funzione di flusso numerica ha la seguente espressione:
1 1
n - n
j+1/2—§[ j+1— 4y ]_2—[ Uj41 = Uy ]
con F]“ = F(u;?).
Lo schema numerico si scrive quindi

n+1 __ 1 n n a0 n
uj —§[uj+1+“j—1} —5[ P Ffal.
Si tratta di uno schema del primo ordine che € monotono se
Az 1
F’ un < — = —, Vi, mn
[F'(ul)| < ~ . j
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Lo Schema di Godunov

LLa soluzione viene approssimata utilizzando una funzione costante a
tratti. Il problema viene affrontato come se fosse un insieme di prob-
lemi con condizione iniziale che presenta diversi salti. In particolare
si cerca, ad un generico istante di tempo t, la funzione v*(x,t), con
t € [tn,t,41], SOluzione del problema

w—[F(W)]e=0 zcR,t>0

T

u(x,tn) = u; Ti_1/0 <@ < Tjgq)0
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Se At é sufficientemente piccolo allora non ci sono interazioni tra
questi problemi locali.
Si ha quindi

dove x € [:I:j,a:j_|_1] etc [tn,tn_|_1].
Il valore u?"'l & ottenuto come media di u*(z, t"T1) su [z _1/2,Tj41/0] :

1 . 1
u?_i_l =z /w‘H_? u*(z,t,41)dx.
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Lo schema numerico di Godunov diventa

1 At 1 P
u?+ = uj — ~ [F(u(O, u?,u?+ ) — F(u(0; u?_l,u?)} :
In generale solitamente lo schema di Godunov non si usa esatta-
mente nei termini visti ma viene semplificato scegliendo il valore del

flusso numerico uguale a quello del flusso dell’equazione valutato in
un'approssimazione in Tj O Tjyq.
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In questo caso si sceglie il flusso numerico ponendo:

n —_—
j+1/2 =9

/

\

Fu?, ) — F(ul)
F(u) se ];%H —J-~ >0
i1 T Yy
Ful, ) — F(ul)
F(u?y ) se Jt1 J~ <0
’ Uip1 T Uy

e quindi il metodo numerico ha la seguente espressione

u/

J

= uj —a | = Py ).
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Esempio

Supponiamo di voler risolvere |I'equazione di Burgers con condizione
iniziale

uw(x,0) = 0.2 + sin 27z, 0<z<1

nell'intervallo di integrazione temporale [0,5], applicando gli schemi
di Lax-Friedrichs e di Godunov.
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Schema di Lax-Friedrichs
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Schema di Godunov
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Esempio

Supponiamo di voler risolvere |I'equazione di Burgers con condizione
iniziale

(,0) = —1 —1<xx<0, 1 <x<3
YY) =19 2 0<z<1

nell'intervallo di integrazione temporale [0,5], applicando gli schemi
di Lax-Friedrichs e di Godunov.
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Schema di Godunov




